
  

  الأول الجزء

  )الثنويةالمسالة (البرمجة الخطية 

 المسالة الثنويةصياغة   

 طرق حل المسالة الثنوية  

 تحليل الحساسية   

 سلسلة تمارين مقترحة  
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  )Dual Problem( الثنوية المسألة.1

  تمهيد

ببرنامج  مرفقة كل مسالة برمجة خطية  وبالتاليزوجي،  شكلإن مسائل البرمجة الخطية موجودة دائما على 

لها مسالة على سبيل المثال الأصلية التي تتمثل في تعظيم الربح  المسألةثنوية، فاللة المسأبا يدعى خطي مقترن معه

ل، وهي تمثل بأسعار الظالثنوية ما يسمى  المسألةتخفيض التكاليف، والعكس بالعكس، وينتج عن في ثنوية تتمثل 

. )من القيدالطرف الأيمن ( الأصلية المسألةالتغير في قيمة دالة الهدف لكل تغير قدره وحدة واحدة من كل قيد في 

ن القيمة المثلى لدالة ا، وطبقا للنظرية الثنوية هذه فإله المناظرةالأصلية  المسألةالثنوية مباشرة من  المسألة ويتم تكوين

  .الأصليةالهدف هي نفس القيمة الموجودة في 

في عليه أما البرنامج الخطي المتحصل  ،)P.L.Primal( الأصليبالبرنامج  الأوليندعو البرنامج الخطي 

  .)P.L.Dual(المناظرة ببرنامج الثنوي  المسألة

  :يلي اتتمثل هذه الأهداف فيم: النماذج الثنوية أهمية.1.1

 ؛للتغيرات الحاصلة في مدخلات النموذج الأمثلتحليل حساسية الحل  اتاختبار  إجراء في تستخدم - 

 ؛في اتخاذ العديد من القرارات الإدارةد عليها التي قد تعتم توفير كثير من المعلومات - 

   الثنوية المسألةصياغة .2.1

  :قيد، كما يلي) m(متغير و) n(بـ  على شكل تعظيم الأصليةللمسالة العام البرنامج الخطي  لنفترض أن لدينا

Max(Z) =   C�X� + C�X� + ⋯ +   C�X� 
                 a��X� + a��X� + ⋯ + a��X�   ≤ b� 
                a��X� + a��X� + ⋯ + a��X�   ≤ b� 
                      ⋮                ⋮                      ⋮            ⋮ 
                a��X� + a��X� + ⋯ + a��X� ≤ b� 
                X�, X�, … . , X� ≥ 0 

  :الآتيك يكون الثنوية المسألةنموذج الرياضية لالصياغة فإن 

Min(W) = b�Y� +   b�Y� + ⋯  + b�Y� 
                  a��Y� + a��Y� + ⋯  + a��Y� ≥ C� 
                  a��Y� + a��Y� + ⋯  + a��Y� ≥ C� 
                        ⋮                ⋮                         ⋮           ⋮ 
                  a��Y� + a��Y� + ⋯ + a��Y� ≥ C� 
                  Y�, Y�, … . , Y� ≥ 0 

متغيرات النموذج الأصلي أن كما .المعطياتعتمدان على نفس ي إذ ،المسألتين علاقة بينهناك نلاحظ أن 

)Xj(  تصبح)Yi( .  
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  الأصلية المسألةالثنوية من  المسألةخطوات اشتقاق .3.1

  :الآتيةالخطوات  إتباع الأصلية يجب المسألةانطلاقا من الثنوية  المسألةللحصول على 

 ؛الثنوية المسألةفي  )Min(تصبح  تخفيض ، )Max(الأصلية تعظيم  المسألةالهدف في  دالة - 

ن القيد يكون على فإ) Xj≥0( المتغير كان  فإذاالثنوية،  المسألةيوافق قيد في  الأصليةفي ) Xj(كل متغير  - 

 يساوي؛ أوشكل أكبر 

ن المتغير يساوي فإ أوكان القيد أقل   فإذا، الثنوية المسألةفي  )Yi(يوافق متغير  الأصليةفي كل قيد  - 

)yi≥0( ،؛ن المتغير لا يساوي الصفركان القيد مساواة فإ  وإذا 

 ؛الثنوية المسألةفي  )W( دالة الهدفللات اممع هي ،)bi( الأصلية المسألةمن قيود  قيم الطرف الأيمن - 

 ؛الثنوية المسألةقيود  فيلطرف الأيمن ا لقيم تصبح )Cj( لمسالة الأصليةل معاملات دالة الهدف - 

أي  ؛الأصلية المسألةعاملات في المالثنوية هي عبارة عن منقول مصفوفة  المسألةفي  المعاملاتمصفوفة  - 

 .تحويل الأسطر إلى أعمدة

  ملاحظة

  :على المسألة الأصلية التحويلات التالية إجراءالثنوية لابد من  المسألةقبل صياغة 

 Max(-Z)تعظيم   إلىتحول  Min(Z)دالة الهدف تخفيض شكل  إذا كان - 

 يساوي؛ أوقل ن القيد اكبر أو يساوي يحول إلى أإذا كا - 

 .القيود على شكل معادلات لا تحول - 

  :يمكن تلخيص الخطوات السابقة في الجدول الموالي

  الثنوية المسألة  الأصلية المسألة

  Max(Z)دالة الهدف 

  Max(-Z)تحول إلى  Min(Z)دالة الهدف 

  Min(W)دالة الهدف 

  Min(-w)دالة الهدف 

  )Yi(عدد المتغيرات   عدد القيود يساوي

  عدد القيود  يساوي) Xj(عدد المتغيرات 

 Yi ≥ 0  )≥(يساوي  أوقل أعلى شكل القيد 

 Yi ≥ 0  ، أي يصبح أقل أو يساوي) 1-(يضرب في ) ≤(القيد أكبر أو يساوي 

 Yi ≠ 0  (=) على شكل مساواةالقيد 

  .فإن كل القيود في الثنوية تكون على شكل أكبر أو يساوي ،صليةفي المسالة الأشرط اللاسلبية ونظرا ل
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  : )12( مثال

  :ء الخطوات السابقة يمكن إيضاح كيفية اشتقاق النموذج الثنائي من الأصلي كما يليعلى ضو 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  :)13( مثال

 

  

  

  

  

  

  

  الثنوية المسألةطرق حل .4.1

 المسألةو  الأصلية المسألةطريقة التكامل بين متغيرات  :هيو  ،طرق ةخمسالثنوية يمكننا استعمال  المسألةلحل 

الثنوية،  المسألةطريقة السمبلاكس الخاصة ب، )الحل من الجدول الأمثل للمسالة الأصلية(الثنوية، طريقة الاستنتاج

طريقة الرسم  إلى بالإضافةيتم حلها بالسمبلاكس على مرحلتين،  أصليةالثنوية كمسالة  المسألةوطريقة اعتبار 

  ).متغيرينوجود في حالة ( البياني

  :الثنوية المسألةو  الأصلية المسألةطريقة التكامل بين متغيرات .1.4.1

  المتغيراتلطريقة تعتمد على العلاقات التي تربط بين المسالتين وبالتالي يمكن استنتاج علاقات بين اهذه 

  :كما يلي

3X1+2X2+4X3 

25 

50 

 لة الأصليةأالمس

Max(Z)= 

+2Y1 

-4Y1 

+6Y1 

25Y1+50Y2 

5X1+2X2 -1X3 

2X1-4X2+6X3 

≤ 

≤ 

Min(W)= 

5Y1 

2Y1 

-1Y1 

≥ 

≥ 

≥ 

3 

2 

4 

 الثنويةلة أالمس

X1≥0, X2≥0, X3≥0 Y1≥0, Y2≥0 

  صليةالأمسالة ال

Max(Z) = 300X1 +200 X2+100 X3 
2X1 +X2 + 2X3≤ 900 
3X1 +4X2 + 2X3≤ 500 

X1 ≤ 50 
X2 +X3 = 200 

X1 0, X20, X30. 
 

  ثنويةالمسالة ال

Min(W) = 900Y1 +500Y2+50Y3+200Y3 
2Y1 +3Y2 +1Y3  +0Y4 ≥ 300 
1Y1 +4Y2 + 0Y3  +1Y4 ≥ 200 
2Y1+2Y2 +0Y3   + 1Y4 ≥ 100 

Y1 0, Y2 0, Y3 0.Y4 ≠0 
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  : نجد أن الأمثلعند الحل 

(�) = � غ (�) ���� = � ���� 

  :بما ويساويهما يصبح لدينا) bi(و) Cj(وبتعويض 

�(� ����� − ��)�� = �(� ��� �� + ��)�� 

ق −  � ���� = � ���� 

�ق ���� + � ���� = 0 

 :فإن ،أو تساوي الصفرأكبر من  )tj ،Yi ،Xj ،Si(ن كل من بما أ

� ���� = 0 ; � ���� = 0 

  :معناه أي

� ���� = 0  �
�� = �� ق  0 > 0
�� > �� ق  0 = 0

� 

� ���� = 0  �
�� = �� ق  0 > 0

�� > �� ق  0 = 0
� 

  .)Xj ،Si(ن وجدت قيم ل الحل الأمثل للمسالة الأصلية إمن خلا )tj ،Yi(من خلال ما سبق يمكننا إيجاد قيم 

  ملاحظة

  .)حالة التحلل( حالة عدم الانتظام أولا يمكن استعمال هذه الطريقة في حالة وجود حلول مثلى بديلة 

  :ليكن لديك البرنامج الخطي التالي:)14( مثال

 

Max(Z) = 4X1 +3X2+2X3 
2X1 +X2 + 2X3≤ 10 

X1 +X2 + X3 6 
X1+X2 +2X3 = 8 

X1, X2, X30. 

  )X1=2, X2=6 , X3=0( :هو المسألةالحل الأمثل لهذه أن علمت إذا 

���(�) = � ���� 

� ����� ≤ �� 

� ����� + �� = �� 

  صليةالأمسالة ال

Xi 0, Si0 
 

���(�) = � ���� 

� ����� ≥ �� 

� ����� − �� = �� 

  ثنويةالمسالة ال

Yi 0, tj0 
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  .؟الثنوية المسألة أوجد حلول :المطلوب

  :الحل

  :، وفق ما يليالشكل القياسي للبرنامج الأصليمن ) S1 ،S2 ،a3(يجب إيجاد قيم  - 

Max(Z) = 4X1 +3X2+2X3 
2X1 +X2 + 2X3+ S1= 10 
-X1 -X2-  X3+ S2= - 6 
X1+X2 +2X3 + a3= 8 
X1, X2, X30, S1, S20, a3=0. 

  :نحصل على ما يلي معادلات الشكل القياسيفي ) X1=2, X2=6 , X3=0(بتعويض قيم 

S1 =0, S2=2, a3=0. 
  :نحصل علىالثنوية  المسألةالأصلية و  المسألةباستغلال العلاقة التي بين متغيرات و 

t1 =0, t2=0, t3= ?, Y1 = ?, Y2=0, Y3= ?. 

  :الثنوية المسألةصياغة بعد إيجاد كل قيم متغيرات المسألة الأصلية نمر إلى  - 

Min(W) = 10Y1 -6Y2+8Y3 
2Y1 -Y2 + Y3≥ 4 
Y1 -Y2 + Y3 ≥ 3 
2Y1-Y2 +2Y3 ≥ 2 

Y1 0, Y20, Y3≠0. 

  :الشكل القياسي للمسالة الثنوية

2Y1 -Y2 + Y3 -  t1= 4 
Y1 -Y2 + Y3  - t2= 3 

2Y1-Y2 +2Y3 - t3= 2 
Y1 0, Y20, Y3≠0, t1 0, t20, t3≥0. 

  :فإن المعادلات تصبح كالآتي، )t1=0, Y2=0 , t2=0(بما أن 

2Y1 + Y3= 4………….(1) 
Y1 + Y3= 3……..…….(2) 
2Y1+2Y3 - t3= 2………(3) 

 )Y1=1(: من الثانية نجد أن بطرح المعادلة الأولى

  )Y3=2(في المعادلة الثانية نحصل على  )Y1=1(بتعويض قيمة و 

 )t3=4(في المعادلة الثالثة نجد أن قيمة ) Y1 ،Y2(بتعويض كل من كذلك 

  .Y1 =1, Y2=0, Y3=2, t1 =0, t2=0, t3=4, W=26: الثنوية هي المسألةوعليه تصبح حلول 
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  طريقة الاستنتاج.2.4.1

وباستغلال العلاقات  ،الأصليةللمسالة  الأمثليمكن استعمال هذه الطريقة في حالة وجود جدول الحل 

لة للمسأ الأمثلالثنوية يمكننا الحصول على جدول الحل  المسألةومتغيرات  الأصلية المسألةالتناظرية بين المتغيرات 

  .الأصلية

  ):15( مثال

  :الآتي الأمثلليكن لديك جدول الحل 

  

 S3 a1 Op T 

t1=0 
Y2=0 
t2=0 

8 
6 
2 

-1/3 
-2/3 
1/3 

1/3 
-7/3 
2/3 

X1 

S2 

X2 
W 42 1/3 14/3 (Z) 

 Y3 Y1  

  :دول الحل الأمثل للمسالة الأصلية ما يليجنستنتج من 

  الثنوية المسألةمتغيرات   الأصلية المسألةمتغيرات 

X1 = 8 
X2 = 2 
S2 = 6 
S3 = 0 
a1 = 0 
Z= 42 

t1 = 0 
t2 = 0 
Y2 = 0 

Y3 =1/3 
Y1 =14/3 
W = 42 

  

  طريقة السمبلاكس الخاصة بالثنوية.3.4.1

 إلا ،الأصلية المسألةلاكس الخاصة بمبمشابه لطريقة الس بأسلوبتعمل طريقة السمبلاكس للمسالة الثنوية 

مثلية وشرط الأ) المتغير الخارج(لارتكازوسطر ا) المتغير الداخل(القواعد التي يتم بموجبها اختيار عمود الارتكاز أن

  :السمبلاكس الثنوية تصبح كما يلي ةبالنسبة لطريق

ونضيف  ،)عدى قيود اللاسلبية(يساوي  أوقيد أقل  إلىتحويل أي قيد على شكل أكبر أو يساوي  - 

 ؛)t(نرمز لها بالرمز  التيمتغيرات الفرق 

، وبالتالي نحصل على في العمود الأخير وذلك بأخذ أكبر قيمة بالقيمة المطلقة ،تحديد المتغير الخارج أولا - 

 سطر الارتكاز؛ 
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على مقابلا�ا في سطر  )W-(تحديد المتغير الداخل إلى الأساس، وذلك بقسمة قيم سطر دالة الهدف  - 

 على عمود الارتكاز؛ لوبالتالي نحص الارتكاز، ونختار العمود الذي يعطينا أقل قيمة بالقيمة المطلقة،

 الارتكاز؛تقاطع سطر الارتكاز مع عمود يعطي عنصر  - 

  .إذا كان العمود الأخير غير سالبللمسألة الثنوية نحصل على جدول الحل الأمثل  - 

  .الموالي بالمثال ولتوضيح ذلك نستعين

  :)16( مثال

Max(Z) = 4X1 +3X2+X3 
2X1 +X2 +X3≤ 28 
X1 +X2 +X3≤ 21 
X1+2X2 + X3≤ 29 

X1 0, X20. 

  :الشكل الثنوي للبرنامج الخطي

Min(W) = 28Y1 +21Y2+29Y3 
2Y1 +Y2+Y3 ≥ 4 
Y1 +Y2+2Y3  3 
Y1 +Y2+Y3 ≥ 1 

Y1 0, Y20, Y30. 

لتتحول إلى قيود على صورة أقل ) 1-(نلاحظ أن القيود على شكل أكبر أو يساوي، لذا وجب ضر�ا في 

، حيث نرمز له بتكلفة الفرصة البديلةأو يساوي، ومن ثم نضيف متغير جديد للطرف الأيسر من القيد يسمى 

وبالتالي  ،)Max(-W)(إلى الشكل  )Min(W)(إضافة إلى ذلك يتم تحويل الدالة من الشكل ، )t(بالرمز 

  : يصبح الشكل القياسي للمسالة الثنوية

Max(-W) = -28Y1 -21Y2 -29Y3 
-2Y1 - Y2 - Y3 + t1 = -4 
-Y1 - Y2 -2Y3 + t2 = -3 
-Y1 -Y2 -Y3 + t3 = -1 

Y1, Y2, Y30. t1, t2, t3 0 

  جداول السمبلاكس

T1 X1 X2 X3 bi  T1 Y1 Y2 Y3  
S1 

S2 

S3 

2 
1 
1 

1 
1 
2 

1 
1 
1 

28 
21 
29 

t1 

t2 

t3 

-2 
-1 
-1 

-1 
-1 
-1 

-1 
-2 
-1 

أولانختار السطر     4-  

-3 
-1 

Z -4 -3 -1 0 -W 28 21 29 0 
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في الأصلية، بينما  )X1(، أي دخول )t1(للمسالة الثنوية خروج  )T1( نلاحظ من جدول الحل الأساسي

  .)S1(، أي خروج المتغير )Y1(المتغير الداخل إلى منطقة الأساس هو 

  

T2 S1 X2 X3 bi النسبة  T2 t1 Y2 Y3  

X1 

S2 

S3 

1/2 
-1/2 

 -1/2 

1/2 
1/2 
3/2 

1/2 
1/2 
1/2 

14 
7 
15 

28 
14 
10 

Y1 

t2 

t3 

-1/2 
-1/2 
-1/2 

1/2 
-1/2 
-1/2 

1/2 
-3/2 
-1/2 

2 
-1 
1 

Z 2 -1 1 56  -W 14 7 15 -56 

 

T3 S1 S3 X3 bi  T3 t1 Y2 t2  
X1 

S2 

X2 

2/3 
-1/3 
-1/3 

-1/3 
-1/3 
2/3 

1/3 
1/3 
1/3 

9 
2 
10 

Y1 

Y3 

t3 

-2/3 
1/3 
-1/3 

1/3 
1/3 
-1/3 

1/3 
-2/3 
-1/3 

5/3 
2/3 
4/3 

Z 5/3 2/3 4/3 66 -W 9 7 10 -66 

  

  :يكون الحل كما يلي مثلا، وعليهالة الثنوية موجب فإنه يعتبر حل أبما أن العمود الأخير من الجدول الثالث للمس

Y1 =5/3, Y2=0, Y3=2/3. t1 = 0, t2= 0, t3 =4/3, W=66. 

للمسالة الأصلية  الأمثلللمسالة الثنوية هو عبارة عن مقلوب جدول الحل  الأمثلنلاحظ أن جدول الحل 

، مع ضرب )Xj(بالمتغير ) tj(، وكذا استبدال المتغير ) Si(بالمتغير ) Yi(، مع استبدال )كل سطر يصبح عمود(

  ).1- (في ) المصفوفة(ما بداخل الجدول 

  السمبلكس على مرحلتينطريقة . 4.4.1

لكس على مرحلتين بطريقة السمب هاحلاعتبار المسألة الثنوية كمسألة أصلية، ومنه يمكن يتم في هذه الحالة 

  .أو السملكس بإدخال متغير وهمي

  :على المثال السابق ونقارن النتائجالسمبلكس على مرحلتين لنطبق طريقة 

  :الحل

  : الشكل القياسي للمسالة الثنوية

Max(-W) = -28Y1 -21Y2 -29Y3 
-2Y1 - Y2 - Y3 + t1 = -4 
-Y1 - Y2 -2Y3 + t2 = -3 
-Y1 -Y2 -Y3 + t3 = -1 
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Y1, Y2, Y30. t1, t2, t3 0 

  جداول السمبلاكس

 (0) (0) (0)   (-28) (-21)   
T1 Y1 Y2 Y3 Ci  T2 Y1 Y2 t1  

(1)t1 

(1)t2 

(1)t3 

-2 
-1 
-1 

-1 
-1 
-1 

-1 
-2 
-1 

-4 
-2 
-1 

(-29)Y3 

t2 

t3 

2 
3 
1 

1 
1 
0 

-1 
-2 
-1 

4 
5 
3 

-WI -4 -3 -4 x -W -30 -8 29 -116 

أكبر قيمة بالقيمة المطلقة في سطر دالة الهدف، ثم نختار أكبر ) T1(جدول الحل الأساسي  من نختار

لأن العناصر المرشحة للعب دور عنصر الارتكاز سالبة وحاصل قسمة كل عناصر العمود (حاصل قسمة موجب 

أما في  .منطقة الأساسإلى ) Y3(ودخول ، من الأساس )t1(خروج ، وبالتالي )ةالأخير على عمود الارتكاز موجب

اختيار أقل حاصل (الجدول الثاني فيكون العمود الأول هو عمود الارتكاز فحين السطر الثاني هو سطر الارتكاز

  ).قسمة عناصر العمود الأخير على عناصر عمود الارتكاز

T3 t2 Y2 t1  
Y3 

Y1 

t3 

-2/3 
1/3 
-1/3 

1/3 
1/3 
-1/3 

1/3 
-2/3 
-1/3 

2/3 
5/3 
4/3 

-W 10 2 9 -66 

أمثلا، وعليه يكون الحل كما  الجدول الثالث للمسالة الثنوية موجب فإنه يعتبر حلا في سطر دالة الهدفبما أن 

  :يلي

Y1 =5/3, Y2=0, Y3=2/3. t1 = 0, t2= 0, t3 =4/3, W=66. 

 الثنوية المسألةالمعنى الاقتصادي لمتغيرات .2

، وهي القيمة اللازمة )Reduced Cost(بالتكلفة المخفضة تسمى أيضا : )tj( تكلفة الفرصة البديلة.1.2

معامل المتغير في دالة الهدف حتى يمكن للمتغير أخذ قيمة أكبر من الصفر في الحل ) بالزيادة أو النقصان(لتحسين 

  .الأمثل

في قيمة دالة الهدف ) و نقصانزيادة أ(يقصد به مقدار التغير  )Shadow Price:()Yi(سعر الظل .2.2

ن لا غيرات الأساسية في الحل الأمثل وأتتغير المت شريطة أن لا .نتيجة تغير الطرف الأيمن من القيود بوحدة واحدة

  .الأخرى المسألة عناصرتتغير 

   



 .....................................................................المسالة الثنوية وتحليل الحساسية

 

 

45 

  علاقة سعر الظل بدالة الهدف.3.2

الأخير هو ، كما أن هذا )Si(ومتغير الطاقة العاطلة  )Yi(تبين لنا مما سبق أنه هناك علاقة بين سعر الظل 

، وبالتالي أي *من القيد) الطاقة المستعملة(والطرف الأيسر ) الطاقة المتاحة(حصيلة الفرق بين قيمة الطرف الأيمن 

تغيير يطرأ على الطرف الأيمن سيؤثر على متغير الطاقة العاطلة هذا من جهة، ومن جهة أخرى سيؤثر على دالة 

  :من خلال الجدول التاليبينهما ة يمكن توضيح هذه العلاقالهدف من جهة أخرى، 

  قيمة دالة الهدف  قيمة سعر الظل  من القيد الأيمنالطرف 

  وحدة واحدة إضافة

  إضافة وحدة واحدة

  إضافة وحدة واحدة

  موجبة

  سالبة

  معدومة

  دالة الهدف بقيمة سعر الظل زيادة

  انخفاض دالة الهدف بقيمة سعر الظل

  لا يحدث تغيير

  إنقاص وحدة واحدة

  إنقاص وحدة واحدة 

  إنقاص وحدة واحدة

  موجبة

  سالبة

  معدومة

  انخفاض دالة الهدف بقيمة سعر الظل

  زيادة دالة الهدف بقيمة سعر الظل

  لا يحدث تغيير

Source : Ruhul A.Sarker,Charles S.Newton, « Optimization Modelling Approach »,CRC 
press, New york,2008,p330. 

 ):17(مثال 

  :على النحو التالي) A ،B ،C(لمؤسسة تنتج ثلاث منتجات ليكن لديك البرنامج الخطي 

Max(Z) = 650X1 +500 X2+100 X3   بحالر دالة  

2X1 +X2 + 2X3≤ 1000  قيد ساعات العمل 

3X1 +4X2 + 2X3≤ 500  قيد ساعات اختبار 

X1 ≤ 60    قيد تسويقي 

X2 +X3 = 200   قيد تسويقي 

X1, X2, X30. 

  :هو كالآتي المسألةوالحل الأمثل لهذه 

 a4 S2 X2 opt 

500 
50 
10 
200 

0 
-1 
1 
1 

1-  
1/2 

2/1-  
0 

3-  
1 
1-  
1 

S1 

X1 

S3 

X3 
52500 -550 325 250 (Z) 

  استنتج حل المسالة الثنوية مع الشرح الاقتصادي لمتغيرا�ا؟:المطلوب

                                                           
*
  .القيد هنا هو قيد داخلي - 
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  :الحل

وحدة من  200و  )B(من المنتج وحدة  50بإنتاج  يتطلب الأمثلفإن الحل الحل الأمثل حسب جدول 

)C( فرق في الإنتاج في القيد الثالث قدرها ، و ساعة عمل 500قدرها  الأولفي القيد ، مع بقاء طاقة عاطلة

S3=10 ون 52500؛ لتحقيق أقصى ربح قدره وحدة.  

 نستنتج من جدول الحل الأمثل ما يلي :الحل الأمثل للمسالة الثنوية:  

t1= 0,                  t2= 250,                        t3= 0,                           y1= 0,        

y2= 325,                 y3= 0,                        y4= -550                     W= 52500  

 شرح المعنى الاقتصادي:  

y1=0 :500( ساعات العملاستغلال كل  عدم الحل الأمثل يتطلب=S1( لا تؤثر على  ةإضافي ساعة، وكل 

  .دالة الهدف

 y2=325 : 0( الاختبار ساعاتكل   استغلاليتطلب الحل الأمثل=S2( دالة قيمة  ترفع ةإضافي ساعة، وكل

  .ون 325بمقدار  الهدف

y3=0 : لا منتجة إضافية وكل وحدة المنتوج الأول، وحدة من  50كمية دنيا قدرها إنتاج  الحل الأمثل يتطلب

 .قيمة دالة الهدف تغير

y4=-550 : وكل وحدة منتجة الثاني والثالث ينوحدة بالضبط من المنتج 200الحل الأمثل يتطلب إنتاج ،

 .ون 550إضافية سوف ينجم عنها انخفاض في الربح قدره 

t1=0 : وحدة من  50الحل الأمثل يقضي بإنتاج كمية قدرها)A(،  قررت بالتالي لا يتأثر الحل الأمثل إذا و

  .المؤسسة إنتاج هذا النوع �ذه الكمية

t2=0: العكس فإ�ا تتحمل المؤسسة ، بالتالي إذا قررت الثانينه لا يجب إنتاج المنتج إحسب الحل الأمثل ف

 .لكل وحدة منتجة من هذا النوع ون 250انخفاضا في الأرباح قدره 

t3=0 : وحدة من  200الحل الأمثل يقضي  بإنتاج كمية قدرها)C(،  قررت الحل الأمثل إذا بالتالي لا يتأثر و

    .المؤسسة إنتاج هذا النوع �ذه الكمية
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  )Sensitivity Analysis(تحليل الحساسية .3

 :حول ضمونهسؤال يدور ملإجابة القيام بعملية تحليل كمي �دف البحث عن : "يقصد بتحليل الحساسية

  ".البيانات الداخلة في صياغة المسألةماذا يحدث لو حدث تغير في قيمة كل أو بعض 

التي قد تطرأ لتغيرات لالذي تم التوصل إليه تحديد مدى استجابة الحل الأمثل يهدف تحليل الحساسية إلى و 

عرفة الحد المسموح به سمح بم، حيث يالأصلية المسألةقيود لجانب الأيمن من ا وأمعاملات دالة الهدف قيمة  على

 الأخرىبقاء جميع المعلمات  فرضية مع ،دون إعادة حل للمسألة من جديد الأمثلالحل في النقصان  وأللزيادة 

  .ثابتة

  :الآتيةويعالج تحليل الحساسية التغيرات في المدخلات 

 ؛التغير في معاملات دالة الهدف - 

  ؛التغير في الطرف الأيمن من القيود - 

 ؛في مصفوفة القيودالتغير  - 

  ؛إضافة متغير إلى البرنامج الأصلي - 

 ؛إضافة قيد للبرنامج الأصلي - 

  ؛حذف متغير من البرنامج الأصلي - 

  .حذف قيد من البرنامج الأصلي -

 (Changes in the Coefficients the Objective Function) التغير في معامل دالة الهدف. 1.3

على  للأرباحتعظيم وتكون فيها المعاملات ممثلة ال الأولى :حالتينن دالة الهدف تنطوي على من المعروف أ

، ويوضح تحليل الحساسية على سبيل المثال وتكون فيها المعاملات ممثلة للتكاليف ،التدنيةوالثانية  سبيل المثال

   .دون تغيير الأمثلوالتي تحافظ على الحل  ،مجالات التغير في هذه المعاملات

طريقة السمبلاكس للتعرف على درجة حساسية الحل الأمثل المتحصل عليه للتغيرات في سنقوم باستخدام  

المتغير يكون  عندماالثانية و الأولى لما يكون المتغير أساسي  :من ناحيتين )Xi( متغيرات دالة الهدف تمعاملا

  . خارج الأساس

  :على النحو التالي) A ،B ،C( مشروباتتنتج ثلاث  لشركةليكن لديك البرنامج الخطي  :)18( مثال

Max(Z) = 105 X1 +150 X2+100 X3   بحالر دالة  

X1 +X2 + 2X3≤ 800   كغ( المشمشقيد(  

X1 +3X2 + 2X3≤ 700   كغ( الفراولةقيد(  

X1+X2 ≤ 400    قيد تسويقي 

X2 +X3 = 200   قيد تسويقي 
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X1, X2, X30. 

  :هو كالآتي المسألةوالحل الأمثل لهذه 

 a4 S2 X2 opt 

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

A 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
C 

S1 

X1 

S3 

X3 
51500 -110 B 55 (Z) 

  :المطلوب

 ؟أكمل الفراغات التالية - 

 الحل الأمثل كما هو؟يبقي هو مقدار التغير في ربح المنتج الأول الذي  ما - 

  ما هو مقدار ربح المنتوج الثاني الذي يجعل الشركة تنتجه؟ - 

  :الحل

  :الناقصة في الجدول وجب الاستعانة بإحدى الطرق التاليةللحصول على 

 نستخدم حلول الجدول الأساسي : الطريقة الأفقية)X1=X2=X3=0 ،S1=80 ،S2=700 ،

S3=400 ،a4=200( ،وبالتالي يصبح الجدول كالتالي:  

  

 (200) (700) (0)   

 a4 S2 X2 opt  

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

A 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
C 

S1 

X1 

S3 

X3 

(800) 

(0) 

(400) 

(0) 
51500 -110 B 55 (Z) (0) 

[0(2) +700 (A)+ 200(0)] +800 =100 
700(A) = -700 ⇒ A=-1 
[0(55) +700 (B)+ 200(-110)] +0 =51500 
700 (B) = 73500 ⇒ B=105 

والتي يتم فيها  ،الطريقة الأفقية، وإنما نستعين بالطريقة العموديةبلا نستطيع إيجادها ) C(بالنسبة للنقطة 

  ).100، 150، 105(استعمال معاملات دالة الهدف 
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 (0) (0) (150)   

 a4 S2 X2 opt  

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

A 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
C 

S1 

X1 

S3 

X3 

(0) 

(105) 

(0) 

(100) 
51500 -110 B 55 (Z) (0) 

[0(-2) +105(1)+ 0(0)+100 (C)] -150 =55 
100(C) = 100 ⇒ C=1 

 :التغير في ربح المنتج الأول الذي يبقي الحل كما هو مقدار - 

  :ة الهدفتصبح دال

Max(Z) = (105+α) X1 +150 X2+100 X3   
 (0) (0) (150)   

 a4 S2 X2 opt  

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
1 

S1 

X1 

S3 

X3 

(0) 

(105+α) 

(0) 

(100) 
51500 -110 105 55 (Z) (0) 

 -110+α 105+α 55+α (Z)  

  :لابد أن تكون قيم السطر الجديد في دالة الهدف موجبة تماما، وعليه حتى لا يتغير الحل الأمثل،

55+α > 0  ⇒ α > -55 
105+α > 0  ⇒ α > -105 
α ∈ ]-55, 0[ ∪ ]0, + ∞[ 

  .ون 55بمقدار يزيد عن المنتج الأول  هامش ربح  يخفضلمهذه النتيجة تعني أن الحل الأمثل سيبقى كما هو ما 

 .يجعله يدخل للأساسالذي  الثانيالتغير في ربح المنتج  مقدار - 

  :تصبح دالة الهدف

Max(Z) = 105 X1 +(150+α) X2+100 X3   
 (0) (0) (150+α)   

 a4 S2 X2 opt  

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
1 

S1 

X1 

S3 

X3 

(0) 

(105) 

(0) 

(100) 
51500 -110 105 55 (Z) (0) 

 -110 105 55-α (Z)  
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  :، وعليهسالبةحتى لا يتغير الحل الأمثل، لابد أن تكون قيم السطر الجديد في دالة الهدف 

55-α < 0  ⇒ α > 55 
α ∈ ]55, + ∞[ 

  .ون 55المنتج بمقدار يفوق ه أذا أرادت الشركة إنتاج المنتج الثاني يجب عليها زيادة هامش الربح لهذا نستنتج أن

  (Changes in the right Side of the Constraints) الطرف الأيمن من القيود التغير في.2.3

في لحظة ما، وبالتالي من المهم معرفة المدى الذي يمكن أن تتغير  المسألةللموارد المتوفرة في  قد يحصل تغير

  .فيه هذه المصادر دون أن يتغير الحل الأمثل

 ،)α( تغيرت بمقدار معين الفراولةأن كمية  بافتراض ،المثال السابقولتوضيح هذا الأثر يمكننا الاستعانة ب

  ؟الأمثلدون يتغير الحل  الفراولةتتغير كمية أن إلى أي مدى يمكن  :ومنه السؤال الذي يطرح نفسه الآن هو

  :الحل

  :كما يلي القيد الثانيصبح وعليه ي

 X1 +3X2 + 2X3≤ 700 +α   

  (200) (700+α) (0)   

  a4 S2 X2 opt  

100-α 
300+α 
100-α 
200 

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
1 

S1 

X1 

S3 

X3 

(800) 

(0) 

(400) 

(0) 
51500+105α 51500 -110 105 55 (Z) (0) 

  :، وعليهغير سالبة الحل الأمثلجدول في  الأخير العمودحتى لا يتغير الحل الأمثل، لابد أن تكون قيم 

100 -α ≥ 0  ⇒ α ≤ 100 
300 +α ≥ 0  ⇒ α ≥ -300 
α ∈ [-300, 0[ ∪ ]0, 100] 

دون أن يتغير  كغ100إلى إضافة كمية تصل و  ،كغ  400حدود  إلىيمكننا تخفيض كمية الفراولة إذن 

  .)α150(إلا أن دالة الهدف سوف تتغير بمقدار  .الحل الأمثل

  (Changes in the Technological Coefficients)التغير في معاملات القيود .3.3

واختبار مدى التغير في تلك المعاملات على الحل  )Xi(في القيود عادة بالمتغيرات  )aij( ترتبط المعاملات

  .الأمثل سوف يختلف ما إذا كانت هذه المعاملات تتعلق بمتغير أساسي أو غير أساسي في جدول الحل الأمثل
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  :)20(مثال

فما هو أثر ذلك  ،)α(في القيد الثاني قد تغير بمقدار  )X2(نرجع للمثال السابق، ولنفترض أن معامل 

  على الحل الأمثل؟

سوف يوثر على عمود في ھذا القید  )X2(فإن أي تغير في معامل  )S2(تغير المبما أن القيد الثاني يرتبط ب

)X2(  ،وعليه فإن عمود معاملات المتغير في جدول الحل الأمثل)X2(  بعد التعديل هو عبارة عن نفس العمود

  :، والنتائج كانت كالآتي)S2(في جدول الحل الأمثل مضافا إليه حاصل ضرب مقدار التغير في عمود 

       ضرب حاصل  الجديد )X2(عمود 

S2(α)+X2 S2(α)  a4 S2 X2 opt 

-1α-2 
1α+1 
-1α 
1 

-1α 
1α 
-1α 
0 

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
1 

S1 

X1 

S3 

X3 
105α+55 105α 51500 -110 105 55 (Z) 

  :موجبة، ومنه) 105α+55(حتى يبقى الحل الأمثل دون تغيير لابد أن تكون القيمة 

105α+55 ≥ 0  ⇒ α ≥ -55/105     إلى وهذا معناه أن التغير في معامله يجب أن ينتمي  

  (Addition of a New Variable)إضافة متغير جديد في المسألة .4.3

لم تؤخذ بعين حد متغيرات القرار مسالة قد يتبين لصاحب القرار أن أبعد التوصل إلى الحل الأمثل لل

، ويتعين عليه إضافتها، لذا يتوجب عليه إدراجها ضمن البرنامج الخطي، وبالتالي التفكير فيما سيحدث الاعتبار

  .من أثر على الحل الأمثل

باعتباره لم يؤخذ  )D(ولتوضيح ذلك نفترض في المثال السابق أن الشركة ترغب في إضافة إنتاج منتج رابع 

قبل على إنتاجه؟ بعين الاعتبار أثناء صياغة البرنامج الخطي، فما هو أدنى ربح لهذا المنتج الذي يجعل الشركة تُ 

  .غ من الفراولةك1كغ من المشمش، و  2تتطلب  المنتجعلما أن كل وحدة من هذا 

  :الحل

نحن نعلم أن إضافة متغير في المسألة الأصلية يعني إضافة قيد في المسألة الثنوية، وبالتالي نرمز لكمية المنتج 

  :، وعليه يصبح القيد الجديد في المسألة الثنوية كالآتي)X4(الرابع بالرمز 

2Y1 +Y2 ≥ α    
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يتعين علينا أولا إدخال هذا القيد  في  وبالتالي، في دالة الهدف الجديدة )C4(المعامليمثل ) α(حيث 

قل أو يساوي، ففي حالة ما إذا كان الحل الأمثل الأولي شكل ألمسالة الثنوية بعد تحويله إلى لالجدول الأمثل 

  .أمثلا يستوفي هذا القيد الجديد في المسألة الثنوية فيظل الحل الأولي للمسالة الأصلية حلا

-2Y1-Y2 ≤ -α   ⇒ -2Y1 -Y2 + t3 = - α    

  :جدول الحل الأمثل للنموذج الثنوي كالآتيوبذلك يصبح 

(-α) (0) (0) (0) (-2)   

 t3 Y3 t1 Y1 opt  

55 
105 
110 
C4 

-1 
0 
-1 
a44 

0 
1 
-2 
a34 

-1 
-1 
2 

a24 

2 
1 
0 

a14 

t2 

Y2 

Y4 

t4 

(0) 

(-1) 

(0) 
(0) 

-51500 200 100 300 100 (-W) (0) 

  :وفق الطريقة التالية )t3(يتم حساب سطر 

a14= -2 - [(-1)(1)] = -1 
a24=0 - [(-1)(-1)] = -1 
a34= 0 - [(-1)(1)] = 1 
a44= 0 - [(-1)(0)] = 0 
C4= -α -[(-1)(105)]  ⇒ C4= -α +105 

 

 )α +105-(إلا إذا كانت القيمة  يتموهذا لا  ،خارج الأساس )t3(لابد أن يكون  )D(حتى يتم إنتاج المنتج 

  :أو تساوي الصفر، أي أقل من

-α + 105 ≤ 0 ⇒ α ≥ 105  
  .ون 105لابد أن تضمن تسويقه بربح لا يقل عن  )D(أنه لكي يتم إنتاج المنتج هذا معناه 

  (Addition of a New Constraint)إضافة قيد جديد في المسألة .5.3

الخطية أن يتم إضافة قيد جديد لقيود المسألة الأصلية بعد الحصول على قد يحدث في بعض مسائل البرمجة 

فإذا  .الجديد القيدهذا  يستوفي من قبل عليه الحصول تم الذي الأمثل الحل يكون أن يمكنوبالتالي  الحل الأمثل،

 السابق الأمثل الحل كان إذا أخرى، ناحية منو  كان كذلك فإنه يمكن توسيع البرنامج الخطي بإضافة هذا القيد،

  .ديدالج مثلالأ لالح البحث عن علينا فيجب الجديد، لقيدضافة ابإ يتغير

 ولتوضيح ذلك نفترض في المثال السابق أن الشركة ترغب في إضافة قيد خاص بالبرتقال، حيث كل وحدة

فالمطلوب اختبار حساسية . كغ من البرتقال على التوالي  1، 2، 2تتطلب  )A ،B ،C(المنتجات الثلاثة  من

  ؟الأصلية الحل الأمثل لهذا التعديل في البرنامج الخطي للمسالة



 .....................................................................المسالة الثنوية وتحليل الحساسية

 

 

53 

  :الحل

  :يتم صياغة القيد الجديد على النحو التاليبناءا على المعطيات الجديدة 

2X1 +2X2 + 1X3≤ α    كغ(البرتقال قيد(  

للطرف الأيسر من القيد الجديد، وبذلك يصبح جدول الحل  )S5(ثم بعد ذلك استخراج الشكل القياسي بإضافة 

  :الأمثل كما يلي

α (0) (0) (2)   

 a4 S2 X2 opt  

100 
300 
100 
200 
b4 

0 
-2 
2 
1 

a43 

-1 
1 
-1 
0 

a42 

-2 
1 
0 
1 

a41 

S1 

X1 

S3 

X3 

S5 

(0) 

(2) 

(0) 

(1) 

(0) 
51500 -110 105 55 (Z) (0) 

  :وفق الآتي )S5(يتم حساب سطر 

a41= 2 - [2(1) +1(1)] = -1 
a41=0 - [2(1) +1(0)] = -2 
a41= 0 - [2(-2) +1(1)] = 3 
b4= α - [2(300) +1(200)]  ⇒ b4= α -800 

 

  :اكبر أو تساوي الصفر، أي )α -800(مثلا لابد أن تكون القيمة ى الحل الأمثل المتحصل عليه حلا أحتى يبق

α -800 ≥ 0 ⇒ α ≥ 800  
  .كغ  800عتبة  تقلكمية يجب توفيرها من البرتقال يجب أن لا   هذا معناه أن أدنى

  (Deletion of Variable)حذف متغير من المسألة .6.3

ما نظرا لعدم ربحيته، أو نقص الطلب عليه في  منتجلى التخلي على روف قد تلجأ المؤسسة إفي بعض الظ

   المتحصل عليه؟ الأمثلالسوق، وبالتالي ما هو أثر ذلك على الحل 

  :للإجابة عن هذا السؤال قد نواجه حالتين

  :خارج الأساس )X(المتغير .1.6.3

 عنهوعليه فإن التخلي  الحل الأمثل يتطلب عدم إنتاجه،إن وجود هذا المتغير خارج الأساس يدل على أن 

   .الامثل ويتم ذلك رياضيا بشطب العمود الحامل لهذا المتغير دون أن يتغير الحل ،أمر مرغوب فيه
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لنفترض أن الشركة قررت التخلي عن إنتاج المنتج الثاني، فما أثر ذلك على الحل الأمثل المتحصل  :)19( مثال

  عليه؟

 a4 S2 opt   a4 S2 X2 opt 

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

S1 

X1 

S3 

X3 

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
1 

S1 

X1 

S3 

X3 
51500 -110 105 (Z) 51500 -110 105 55 (Z) 

  داخل الأساس )X(المتغير .2.6.3

، وعليه )Xi(بكمية قدرها  الحل الأمثل يتطلب إنتاجهإن وجود هذا المتغير داخل الأساس يدل على أن 

. التخلي عن إنتاجه لظروف معينة، فإن ذلك سوف يؤثر على دالة الهدف والحل الأمثل ككلالمؤسسة فإذا قررت 

   :ولإزالة هذا المتغير من البرنامج الخطي دون إعادة الحل نتبع الخطوات التالية

 كعمود ارتكاز؛ )t(ونختار المرافق الخاص �ذا المتغير  استخراج الحل الأمثل للمسالة الثنوية، - 

ونكمل الخطوات المتبعة في طريقة السمبلاكس الخاصة  ،نختار سطر الارتكاز ثم نمر للجدول الموالي  - 

 بالمسألة الأصلية؛

 )X(وبالتالي تم حذف عمود المتغير  ،)t(عند الحصول على الجدول الموالي يتم حذف سطر المرافق  - 

 ؛)المنتوج المراد التخلي عنه(

الحل الأمثل الجديد للمسالة الثنوية، ثم بعد ذلك استنتاج الحل الأمثل للمسالة  مواصلة البحث عن - 

  .الأصلية

نظرا لتناقص الطلب عليها، فما اثر  )C(لنفترض أن الشركة قررت التخلي عن إنتاج المشروبات  :)20( مثال

  ذلك على الحل الامثل؟

  :الحل

 t3 Y3 t1 Y1 T3   a4 S2 X2 T3 

55 
105 
-110 

-1 
0 
-1 

0 
1 
-2 

-1 
-1 
2 

2 
1 
0 

t2 

Y2 

Y4 

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
1 

S1 

X1 

S3 

X3 
-51500 200 100 300 100 (-W) 51500 -110 105 55 (Z) 
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موجود خارج الأساس في جدول الحل الأمثل للمسالة الثنوية، لذا نحاول إدخاله  )t3(نلاحظ المتغير 

  ).أقل حاصل قسمة بالقيمة المطلقة(ثم نحدد سطر الارتكاز  ،باختياره كعمود الارتكاز

 t2 Y3 t1 Y1 T4   a4 S2 X3 T4 

-55 
105 
-165 

-1 
0 
-1 

0 
1 
-2 

1 
-1 
3 

-2 
1 
-2 

t3 

Y2 

Y4 

500 
100 
100 
200 

2 
-3 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

2 
-1 
0 
1 

S1 

X1 

S3 

X2 
-40500 200 100 100 500 (-W) 40500 -165 105 -55 (Z) 

فنحصل جدول الحل الأمثل للمسالة ) في الأصلية X3تم حذف عمود ( )t3(نقوم بتشطيب سطر المتغيرة 

  :دول الحل الأمثل للمسالة الأصلية كما يليج نستخرجومنه  ،الثنوية

 t2 Y3 t1 Y1 opt   a4 S2 opt 

105 
-165 

0 
-1 

1 
-2 

-1 
3 

1 
-2 

Y2 

Y4 

500 
100 
100 
200 

2 
-3 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

S1 

X1 

S3 

X2 
-40500 200 100 100 500 (-W) 40500 -165 105 (Z) 

من جدول الحل الأمثل يتبن أن برنامج الإنتاج المتحصل عليه لأول مرة، قد تغير حيث أصبحت الشركة 

مع وجود طاقة عاطلة .ون 40500من النوع الثاني لتحقيق أعظم ربح قدره  200النوع الأول ومن  100تنتج 

  .قارورة 100كغ، وفرق في الإنتاج قدره   500القيد الأول تقدر بـ 

  (Deletion of Constraint) المسألةقيد من  حذف.7.3

وهذا معناه  الحل الأمثل على )Sيعني التخلي على ( المسألةثر إخراج قيد من في هذه الحالة نحاول معرفة أ

، غير أننا قد أن الشركة تصبح غير مقيدة باستعمال كمية محدودة من نوع معين في المدخلات على سبيل المثال

  :نصادف الحالتين التاليتين

  الأساسداخل  الفرقمتغير حالة وجود .1.7.3

، يدل على بقاء جزء من نوع معين من المدخلات الأمثل الحل جدولفي  الأساسفي ) S(تغير المإن وجود 

، بمعنى أننا لو قمنا الأمثلثر على الحل كون له أي أفي ذلك القيد، وعليه فإن إزالة هذا القيد لن يلم يتم استغلاله 

ا وعليه يمكن تشطيب السطر الخاص �ذ .سيبقى كما هو الأمثلن الحل إلبرنامج دون هذا القيد فبإعادة الحل ل

  .الامثل الحل أي تغيير علىأن يطرأ القيد في جدول الحل الأمثل دون 
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، ولنفترض أن الشركة قررت التخلي عن أحد مكونات المشروبات التي نبقى دائما في نفس المثال: )21( مثال

فما أثر ذلك على الحل  .نسبياأو أن نفس النوع أصبح متوفرا بكميات كبيرة  تدخل في تركيبته وليكن المشمش

  ؟الأمثل

  :الحل

   

 a4 S2 X2 opt   a4 S2 X2 opt 

300 
100 
200 

-2 
2 
1 

1 
-1 
0 

1 
0 
1 

X1 

S3 

X3 

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
1 

S1 

X1 

S3 

X3 
51500 -110 105 55 (Z) 51500 -110 105 55 (Z) 

  

  خارج الأساس الفرقتغير محالة وجود .2.7.3

خارج الأساس، وهذا يدل على استهلاك كلي للطاقة المتاحة في ظل ) S(هذه الحالة يكون المتغير  في

ولإزالة هذا القيد دون إعادة . الأمثلهذا القيد سوف يؤثر على الحل  إزالةالبرنامج الأمثل للإنتاج، بالتالي فإن 

  :من جديد نتبع الخطوات التالية المسألةحل 

 كعمود الارتكاز؛ الخاص �ذا القيد) S(اختيار عمود  - 

 وذلك بقسمة العمود الأخير على عمود الارتكاز ثم أخذ أقل حاصل قسمة؛ ثم اختيار سطر الارتكاز - 

، ثم نواصل البحث عن الحل الأمثل الجديد، وذلك بإتباع )S(في الجدول الموالي نقوم بحذف سطر   - 

   .الخطوات المعمول �ا في طريقة لسمبلاكس

 ؟الأمثلفما أثر ذلك على الحل . لنفترض أن الشركة تفكر حاليا في التخلي عن الفراولة :)22( مثال

  :الحل

سطر  ، ثم نقوم باختيار)T3(كعمود ارتكاز في جدول الحل الأمثل القديم   )S2(العمود الثاني   نختار

  .)X1(السطر الثاني الموافق للمتغير الذي هو عبارة عن الارتكاز 

 a4 X1 X2 T4   a4 S2 X2 T3 

400 
300 
400 
200 

-2 
-2 
0 
1 

1 
1 
1 
0 

-1 
1 
1 
1 

S1 

S2 

S3 

X3 

100 
300 
100 
200 

0 
-2 
2 
1 

-1 
1 
-1 
0 

-2 
1 
0 
1 

S1 

X1 

S3 

X3 
20000 100 -105 -50 (Z) 51500 -110 105 55 (Z) 
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 )S3(ونحاول البحث عن الحل الأمثل الجديد، حيث يصبح ، )S2(نحذف سطر المتغير  المواليفي الجدول 

  .سطر الارتكاز )X1(عمود ارتكاز والمتغير 

 a4 S3 X2 opt 

0 
400 
200 

-2 
0 
1 

-1 
1 
0 

-2 
1 
1 

S1 

X1 

X3 

62000 100 105 55 (Z) 
أدى إلى ارتفاع قيمة دالة الهدف لتصل إلى حدود  المسألةبذلك نلاحظ أن أثر إزالة القيد الثاني من 

  .قارورة 100ون، وكذا ارتفاع الكمية المنتجة من المنتج الأول بـ  62000

  مقترحةتمارين .4

  صغ البرنامج الخطي التالي على شكل مسالة ثنوية؟: )1(تمرين 

Min(Z) = 8X1 +5X2+4X3 
4X1 +2X2 + 8X3 = 120 
7X1 +5X2 + 6X3 ≥ 90 
8X1+5X2 +4X3 ≤ 100 
3X1 +7X2 + 9X3 ≥ 70 

X1, X2, X30. 

  صغ البرنامج الخطي التالي على شكل مسالة ثنوية؟: )2(تمرين 

Max(Z) = 6X1 +5X2+2X3+X4 
2X1 +3X2 + X3 +4X4 ≤ 10 

3X1+X2 +4X3 ≤ 8 
2X1 +4X2 + X3 +6X4 ≤ 14 

X1, X2, X3, X40 

  ؟الأصلي التالي للبرنامج الثنويالبرنامج الخطي  أكتب: )3(تمرين 

Max(Z) = 2X1 - X2+X3 
X1 +X-3 + X3  ≤ 8 
4X1- X2 +X3 ≥ 2 
2X1 +3X2- X3 ≥ 4 

X1, X2, X30 

  :أليك البرنامج الخطي الآتي: )4(تمرين 

Max(Z) = 6X1 6+X2+X3+7X4+5X5 
3X1 +7X2 + 8X3 +5X4 +X5 = 2 

2X1 +X2 +3 X4 +X5 = 6 
X1, X2, X3, X4, X50 

  الأمثل لهذا البرنامج دون استعمال طريقة السمبلاكس؟وجد حل أ: المطلوب
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  :ليكن لديك البرنامج الخطي التالي: )5(تمرين 

Min(Z) = 4X1 +X2+X3 
3X1 +2X2 + X3 ≤ 23 

X1 + X3 ≤ 10 
8X1+X2 +2X3 ≤ 40 

X1, X2, X30. 

  وجد الحل الأمثل باستخدام السمبلاكس الخاص بالثنوية؟أ :المطلوب

  :البرنامج الخطي الآتيليك إ: )6(تمرين 

Max(Z) = 4X1 -3X2+2X3-X4 
2X1 +X2 + 3X3 +X4 ≤ 3 
X1 -X2 +2 X3 -3X4 ≤ 7 

X1, X2, X3, X40 

  : المطلوب

 وجد الحل الأمثل بطريقة السمبلاكس؟أ - 

  ، فما أثر ذلك على الحل الأمثل؟)X1+X2+X3+X4≤2(: في حالة إضافة القيد التالي - 

  :الخطي التالي نامجبر ليكن لديك ال: )7(تمرين 

Max(Z) = 10X1 +3X2+8X3 
3X1 +2X2 + X3 ≤ 21 
4X1 +2X2 + 5X3 ≤ 20 
2X1+5X2 +X3 ≤ 12 

X1, X2, X30. 

  :المطلوب

 ؟المسألةلهذه  الأمثلالحل  إيجاد - 1

  :حدثت التغيرات التالية في معاملات دالة الهدف إذا الأمثلاختبار حساسية الحل  - 2

 ون 3بمقدار بدالة الهدف ) X1(نقص معامل  - 

 ون 2بدالة الهدف بمقدار) X2(معامل  زيادة - 

 بدالة الهدف والذي يبقى معه الحل الأمثل دون تغيير؟) X3(و) X1(تحديد مجال تغير معامل كل من  - 

 .26إلى  20زيادة الطاقة المتاحة في القيد الثاني من  - 

  .10إلى  12نقص الطاقة المتاحة في القيد الثالث من  - 

 .الطاقة المتاحة في القيد الأول الذي يسمح ببقاء الحل كما هوتحديد مجال تغير  - 

  .1في القيد الثاني بـ) X3(تحديد مدى صلاحية الحل الأمثل في حالة تغير معامل  - 



 

  الثانــي الجزء

  مسائل النقل

 )المشكلة(صياغة المسالة   

 طرق الحصول على التوزيع الأولي  

 البحث عن التوزيع الأمثل  

 حالات خاصة في مسائل النقل  

 سلسلة تمارين مقترحة  
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  تمهيد

) Frank L.Hitchcock( عندما قدم ،1941عام  إلىسائل النقل تعود الجذور التاريخية لتقنيات حل م

وجدير ). T.C.Koopmans(ثم تناولها بشكل أوسع  الشحن، لعمليةتكلفة النقل الإجمالية  تخفيض حول بحثه

�دف إلى تقليل تكاليف نقل السلع من ، حيث تطبيقات البرمجة الخطية إحدىتعتبر مسائل النقل أن  بالذكر

تخفيض أو  ،)تسويق مراكزمراكز استهلاك، (لطلب مواقع ا إلى) ، موانئمصانع، إنتاجمراكز (لعرض ا مصادر

بل يمكن  ،تكلفة الأقلالطرق ذات  إيجاد، ولا يقتصر تطبيق هذه النماذج على الوقت المستغرق لعملية التوزيع

  .إلى أقصى حد ممكنالعوائد الربحية  تعظيمالهدف تطبيقها على حالات يكون 

  صياغة النموذج الرياضي لمشكلة النقل.1

وهو موضح  ،قبل البدء بصياغة النموذج الرياضي لمشكلة النقل، لابد من توضيح مكونات جدول النقل

  :فيما يلي

 العرض

ai  

    الطلب مراكز

Dn  ...  Dj  ...  D2  D1 
a1 C1n   

X1n  
…  C1j   

X1j  
…  C12   

X12  
C11   

X11  
 

S1  

كز
مرا

 
ض

عر
ال

  

        
a2  C2n   

X2n  
…  C2j   

X2j  
…  C22   

X22  
C21   

X21  
 

S2          
…  …  …  …  …  …  …  …  
ai  Cin   

Xin  
…  Cij   

Xij  
…  Ci2   

Xi2  
Ci1   

Xi1  
 
Si          

…  …  …  …  …  …  …  …  
am  Cmn   

Xmn  
…  Cmj   

Xmj  
…  Cm2   

Xm2  
Cm1   

Xm1  
 

Sm          

� ��
�

�
 

 
bn  

 
...  

 
bj  

 
...  

 
b2  

 
b1  

 الطلب

bj  

  :حيث أن

)Si :( البضائع رقم و يمثل مركز توزيع السلع)i.(  

)Dj :( البضائع رقم و يمثل مركز استلام السلع)j.(  

)Cij :( يمثل تكلفة نقل وحدة واحدة من مركز توزيع رقم)i ( إلى مركز الاستلام رقم)j.(  

)Xij :(من مركز توزيع رقم  التي ستنقلكمية السلع والبضائع  يمثل)i ( إلى مركز الاستلام رقم)j.(  

)ai :(مركز  التوزيع رقم  فيكمية السلع و البضائع المعروضة   ثلتم)i.(  

)bj:( مركز الاستلام رقم  فيكمية السلع و البضائع المطلوبة  يمثل)j.(  
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وبناءا على ما تقدم، واعتمادا على معلومات الجدول السابق، يمكن صياغة النموذج الرياضي لمشكلة النقل 

  :باستخدام الطريقة التالية

  تشكيل دالة الهدف 1.1

���. � = ��������

�

���

�

���

 

  تشكيل القيود.2.1

  :مراكز التوزيعقيود  - 

���� = ��																				,���,�,�,………….�

�

���

 

  :قيود مراكز الاستلام - 

���� = ��																				,���,�,�,………….�

�

���

 

  قيود اللاسلبية .3.1

��� ≥ 0,																	(� = 1,2,3… . . ,�; � = 1,2,3…… .�) 

 

  حل مشاكل النقل مراحل.2

  :فيما يلي المراحلتتمثل هذه 

تلبية احتياجات نقاط الطلب في حدود الكميات  أساسويكون هذا الحل على  :الأساسيالحل  إعداد.1.2

 Least Cost(طريقة الأقل تكلفة : جدول الحل الأساسي وفق ثلاثة طرق هي إعدادالمعروضة، ويمكن 

method( طريقة الركن الشمالي الغربي ،)North Corner Method( ، وطريقة فوجل)Vogel’s 

Aproximation Method(؛ 

الحل لتحديد  أمثليةيمكن اختبار  الأساسي،الحل  إعدادبعد  :تحسين الحل إلى أن نصل للحل الأمثل.2.2

 الأمثل،غاية الحصول على الحل  إلىنه يمكن تخفيض التكلفة وإذا اتضح أتخفيض تكلفة النقل بتغير الحل،  إمكانية

  .طريقة الحجر المتنقل، وطرقة التوزيع المعدل: طريقتين إحدى الففي هذه الحالة نستخدم 
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  الطرق المعتمدة لإيجاد الحل الأولي.3

نقتصر على طريقتي الركن سوف ننا أإلا  ،الحل الأولي للحصول علىثلاثة طرق  أنه توجد فيما سبقرأينا 

  .لأقل تكلفةلخلية ذات االشمالي الغربي وا

  )North Corner Method(طريقة الركن الشمالي الغربي .1.3

 لإيجاد الطرق الأخرىمقارنة الطرق بسط وأ أسهل وهي من ،أوليهذه الطريقة تستعمل للحصول على حل 

  .الحلول الأولية

  باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربيالأولي خطوات الحل .1.1.3

  :تتمثل فيما يلي

 ؛العرض يساوي الطلب أي ،الجدولالتحقق من توازن  - 

تبعا لكمية السطر الأول والعمود ( بالتوزيع لأول خلية في شمال غرب الجدول بأقصى كمية ممكنة نبدأ - 

 و عمودها؛التالية لها سواءا كانت في صفها أ، ثم نتجه )الأول

  .وذلك بضرب الكميات الموزعة ضمن الخلايا المملوءة في تكاليفها الوحدوية ،حساب التكلفة الكلية - 

  :)23( مثال

مدن رئيسية، حيث أن الكميات المنتجة للمزارع  أربعةبتسويق البطاطس إلى  تقوم مزارع أربع تمتلك شركة

  :الآتيوطلب المدن مبينة في الجدول 

  )طن(الطلب  المدينة  )طن(الإنتاج  المزرعة

W 30  A  20  
X  40  B  35  
Y  25  C  50  
Z  45  D  35  

  :موضحة في الجدول التاليكل مدينة   إلى مزرعةتكلفة نقل الطن الواحد من البطاطس من كل بينما 

D  C  B  A   ون(الوحدة(  

8  10  7  7  W  
6  9  6  6  X  
5  9  7  8  Y  
8  12  10  11  Z 

   إعداد جدول التوزيع الأولي وفق طريقة الركن الشمالي الغربي؟ : المطلوب
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  :الحل

  :كما يلي  الأوليجدول الحل نحصل على 

  D  C  B  A   
 
30  

8   
  

10   
  

7   
10  

7   
20  

W  
        

 
40  

6   
  

9   
15  

6   
25  

6   
  

X  
        

 
25  

5   
  

9   
25  

7    8   
  

Y  
        

 
45  

8   
35  

12   
10  

10   
  

11   
  

Z  
        

  35  50  35  20    

نقل ال، نقوم بضرب الكميات الموجودة في الخلايا المملوءة في تكلفة الأوليلحساب تكلفة النقل للحل 

ويكون  ،، وبالتالي يكون مجموع ما نحصل عليه هو عبارة عن تكلفة الحل المبدئيالوحدوية الموجودة في ذات الخلية

  :ذلك كما يلي

TC1=(20×7)+(10×7)+(25×6)+(15×9)+(25×9)+(10×12)+(35×8) 

TC1=1120   ون 

  :يمكن تمثيل شبكة التوزيع الأولي وفق الشكل الآتي كما

  

  

  

 

 

  

  

  

A W 

B X 

C 

D Z 

Y 
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  )Least Cost method(طريقة الخلية ذات الأقل تكلفة .2.3

الخلية ذات التكلفة ويتطلب ذلك البحث عن  ،�ا أقل تكلفةتعطى الأولوية للخلية التي طبقا لهذه الطريقة 

 ،حسب طلبيات نقاط التوزيعالكميات المتاحة كل أن يتم تخصيص   إلىفي الجدول والخلية التي تليها، الأقل 

   .وهكذا ،قل تكلفةكمية ممكنة من المصدر الذي يحقق أكبر  أ إليهاوبالتالي ننقل 

  باستخدام طريقة الأقل تكلفةالأولي خطوات الحل .1.2.3

   :تتمثل فيما يلي

 ؛التحقق من توازن الجدول العرض يساوي الطلب - 

، وذلك تبعا للكمية المعروضة في السطر ممكنة كمية  بأكبرقل تكلفة ونلبي احتياجا�ا أذات الخلية اختيار  - 

 ؛والكمية المطلوبة في العمود

يتم اختيار التكلفة التي على أساسها توزيع أكبر كمية تكلفتين مساويتين، ففي هذه الحالة  وجود عند - 

 ؛ممكنة من المصدر إلى مركز الاستلام

 ونكرر ما سبق في الخطوة الثانية؛ ،قل تكلفةنحدد الخلية التالية ذات أ - 

  .النقل المترتبة على الحل الأولي تكلفةنحسب  - 

  :)24( مثال

محددة   وذلك بطاقات إنتاجية ،موزعة في الشرق الجزائريتدير شركة الإنتاج الألبان ثلاث وحدات إنتاجية 

  :كما يلي

 ألف لتر من الحليب؛ 30طاقتها الإنتاجية تقدر بـ ) W(الوحدة الإنتاجية الأولى  - 

  ألف لتر من الحليب؛ 60طاقتها الإنتاجية تقدر بـ ) X(الوحدة الإنتاجية الثانية  - 

  .ألف لتر من الحليب 80تقدر بـ  طاقتها الإنتاجية) Y(الوحدة الإنتاجية الثالثة  - 

  :وتمتلك هذه الشركة أربعة مراكز تسويقية في الشرق الجزائري طلبا�ا كما يلي

 ألف لتر من الحليب؛ 75طلبه قدر بـ ) A( الأولمركز التسويق  - 

  ألف لتر من الحليب؛ 35طلبه قدر بـ ) B(مركز التسويق الثاني  - 

  ألف لتر من الحليب؛ 40طلبه قدر بـ ) C(مركز التسويق الثالث  - 

  .ألف لتر من الحليب 20طلبه قدر بـ ) D(مركز التسويق الرابع  - 

  :من الحليب هي كما يليالواحد لتر لق بالنسبة إنتاجية ومركز التسويوحدة  وبفرض أن تكاليف النقل بين كل
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  )ون(الوحدة   مراكز التسويق

D  C  B  A 

5  6  7  9  W  

جية
نتا

الإ
ت 

دا
وح

ال
  

12  9  8  2  X  

8  10  3  4  Y  

إيجاد التوزيع الأولي لمشكلة النقل من وحدات الإنتاج نحو مراكز التسويق باستخدام طريقة الخلية ذات : المطلوب

  الأقل تكلفة؟ 

  :الحل

تحوي على أدنى تكلفة في مصفوفة التكاليف، وبالتالي يتم تشغيل تلك الخلية ) XA(نلاحظ أن الخلية 

قل تكلفة نقل للوحدة للمصفوفة كلها، ويتم البحث بعد ذلك عن خلية ذات أ، ثم وحدة 60000بكمية قدرها 

، و�ذه الطريقة نكون قد حصلنا على جدول الأسطر والأعمدةالاستمرار في هذا العمل حتى يتم استفاء كامل 

  : الحل الأساسي كالآتي

  D  C  B  A   
 

30000  
5   

20000  
6   

10000  
7   

  
9  

  
W  

        
 

60000  
12   

  
9   

  
8   

  
2   

60000  
X  

        
 

80000  
8   

  
10   

30000  
3   

35000  
4   

15000  
Y  

        
170000  20000  40000  35000  75000    

نقل ال، نقوم بضرب الكميات الموجودة في الخلايا المملوءة في تكلفة الأوليلحساب تكلفة النقل للحل 

ويكون  ،مجموع ما نحصل عليه هو عبارة عن تكلفة الحل المبدئي الوحدوية الموجودة في ذات الخلية، وبالتالي يكون

  :ذلك كما يلي

TC1=(10000×6)+(20000×5)+(60000×2)+(15000×4)+(35000×3)+(30000×10) 

TC1=745000 ون    

  

  :يمكن تمثيل شبكة التوزيع الأولي وفق الشكل الآتي
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  الأمثلالحل  إلى التأكد من الوصول.4

الطريقة المختارة في عملية  وفق الأولييجب الانطلاق من الجدول العملي لمشكلة النقل  الأمثلالحل  لإيجاد

، طريقة )MODI( طريقة التوزيع المعدلة: الطرق التالية إحدى، ثم نحاول تحسين الحل باستخدام الأولي التوزيع

سنقتصر على دراسة طريقة التوزيع المعدلة والتي تبنى  نناأإلا  ،)Stepping Stone Method(الحجر المتنقل 

  :التالية المراحلعلى 

جزئين قيمة خاصة وءة إلى نقوم بتجزئة التكلفة الحقيقية للخلية الممل :مرحلة تقييم الخلايا المملوءة.1.4

  . مع افتراض دائما أن تكلفة الشحن بالنسبة للسطر الأول تساوي الصفر بالسطر، وأخرى خاصة بالعمود،

قيمة السطر مع نقوم بحساب التكلفة الوهمية للخلايا الفارغة، وذلك بجمع  :مرحلة تقييم الخلايا الشاغرة.2.4

  .لكل خلية فارغة العمود

تظهر هذه التكلفة فقط في الخلايا الفارغة، ويتم احتسا�ا انطلاقا  :الفرصة البديلةحساب تكلفة مرحلة .3.4

  :الآتيةالات الح الحصول على ناوهنا يمكن .من طرح التكلفة الحقيقية من التكلفة الوهمية

 لكليةان التكلفة فإ الفارغة،  أنه لو يتم تشغيل هذه الخليةتعني: تكلفة الفرصة البديلة تساوي الصفر.1.3.4

)TC( تغيير أي يطرأ عليها لن.  

ن التكلفة فإ الفارغة، نه لو يتم تشغيل هذه الخليةتدل على أ :قل من الصفرتكلفة الفرصة البديلة أ.2.3.4

وبالتالي  تكلفة الفرصة البديلة مضروبة في الكمية التي سيتم توزيعها لهذه الخلية، بقيمةستنخفض  )TC( الكلية

لتكلفة الفرصة البديلة فيتم اختيار واحدة قيمة سالبة  من بينما في حالة وجود أكثر .ينالحل الأولي قابل للتحس

  .أكبر قيمة بالقيمة المطلقة

A W 

B X 

C 

D 

Y 

10000 60000 

30000 

35000 

15000 

20000 
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 يعني أنه تم التوصل إلى الحل الأمثل للمشكلة، وفي حالةهذا : موجبة كلهاالفرص البديلة   تكاليف.3.3.4

التي سترتفع بقيمة تكلفة الفرصة البديلة مضروبة في الكمية  )TC( فارغة فإن التكلفة الكليةي خلية لأتشغيل 

 .لهذه الخلية سيتم توزيعها

 .نحصل على الحل الأمثل عندما تكون كل تكاليف الفرص البديلة موجبة أو معدومةوعليه 

  : ملاحظة

  :قبل عملية التقييم ينبغي تحقيق الشرط التالي

  

  

  :)25( مثال

والكميات المعروضة من ) A, B, C, D: (وأربعة منافذ هي) W, X, Y(مصادر هي  ثلاثشركة لديها 

بينما الكميات المطلوبة للمنافذ كانت . وحدة9500وحدة، 16000وحدة، 15000يب المصادر على الترت

أما تكلفة النقل من المصدر الأول . وحدة4500وحدة، 6000وحدة، 12000وحدة، 18000يب على الترت

ون، وتكلفة النقل من المصدر 3، 2، 5، 7ون، وتكلفة النقل من المصدر الثاني  6، 7، 2، 3للمنافذ الأربعة 

  .ون 5، 4، 5، 2الثالث 

الركن  خطة النقل المثلى بحيث تكون التكاليف النهائية أقل ما يمكن، مستخدما في ذلك طريقة إيجاد :المطلوب

  الشمالي الغربي؟

  :الحل

  D  C  B  A T1  
 

15000  
3   

  
2   

  
7   

  
6  

15000  
W  

        
 

16000  
7   

  
5   

1000  
2   

12000  
3   

3000  
X  

        
 

9500  
2   

4500  
5   

5000  
4   

  
5   

  
Y  

        
40500  4500  6000  12000  18000    

TC1=(1500×6)+(3000×3)+(12000×2)+(1000×5)+(5000×5)+(4500×2) 

TC1= 162000 ون 

  ون162000بـ ن تكلفة التوزيع الأولي تقدر سب طريقة الركن الشمالي الغربي فإح

. 6تساوي  )m+n-1(وكذا  ،6من خلال جدول التوزيع الأولي نلاحظ أن عدد الخلايا المملوءة تساوي 

  :تحسين الحلفي هذه الحالة يمكننا المرور إلى مراحل 

  1 –عدد الأسطر + عدد الأعمدة = عدد الخلايا المملوءة 

  m              +n       - 1=     عدد الخلايا المملوءة 
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 مرحلة تقييم الخلايا المملوءة:  

  )C( العمودتكلفة   )L( السطرتكلفة  تجزئة التكلفة الحقيقية المملوءة الخلية

WA 6 = L(W)+C(A) L(W)=0 C(A)=6 
XA 3 = L(X)+C(A) L(X)=-3 C(A)=6 
XB 2 = L(X)+C(B) L(X)=-3 C(B)=5 
XC 5 = L(X)+C(C) L(X)=-3 C(C)=8 
YC 5 = L(Y)+C(C) L(W)=-3 C(C)=8 
YD 2 = L(Y)+C(D) L(W)=-3 C(D)=5 

  تقييم الخلايا الفارغةمرحلة:  

 التكلفة الوهمية  )C( العمودتكلفة   )L( السطرتكلفة  الفارغة الخلية

WB L(W)=0 C(B)=5 L(W)+C(B)=5 
WC L(W)=0 C(C)=8 L(W)+C(C)=8 
WD L(W)=0 C(D)=5 L(W)+C(D)=5 
XD L(X)=-3 C(D)=5 L(X)+C(D)=2 
YA L(Y)=-3 C(A)=6 L(Y)+C(A)=3 
YB L(Y)=-3 C(B)=5 L(Y)+C(B)=2 

 حساب تكلفة الفرصة البديلة  

 تكلفة الفرصة البديلة  التكلفة الوهمية  التكلفة الحقيقة الفارغة الخلية

WB 7 5 2 
WC 2 8 -6 
WD 3 5 -2 
XD 7 2 5 
YA 5 3 2 
YB 4 2 2 

مثلا، لأن هناك خلايا فارغة لها تكلفة فرصة حلا أليس  الأوليأن الحل   لناينيتبالأخيرة  من خلال المرحلة

في  وعليه، بالقيمة المطلقةتكلفة فرصة بديلة  أكبر تحويلأ�ا ) WC(الخلية بديلة سالبة، وبالتالي نقوم بتشغيل 

). C(نحو ) W(ون لكل وحدة موزعة من  6ستنخفض بـ  )TC1( حالة تشغيل هذه الخلية فإن التكلفة الكلية

، والمشكلة الثانية ما ؟جه مشكلتين المشكلة الأولى ما هي الخلايا التي تتأثر جراء تشغيل هذه الخليةاوهنا سوف نو 

العلاقات الموجودة بين الخلايا ل الموالي، الذي يوضح لحل المشكلة الأولى نستعين بالشكو . ؟هي الكمية الموزعة

 .حسب طريقة الركن الشمالي الغربي المشغولة
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  الأولي توزيعالمخطط ): 1(شكل 

  

 

  

  

كما هو  )إشارة سالبة(بالنقصان  وأخرى ،)إشارة موجبة(تتأثر بالزيادة أن هناك خلايا ) 1(رقم من الشكل  يتبن

  :موضح في الجدول الموالي

         6                5                 8                5 T1  
D C B A 

 
15000  

3  5 
-2 

2  8 
-6 

7  5 
2 

6  
15000  

W  0 
  

-3 
  

-3  

  +    -  
 

16000  
7  2 

5 
5   

1000  
2   

12000  
3   

3000  
X  

  -    +  
 

9500  
2   

4500  
5   

5000  
4  2 

2 
5  3 

2 
Y  

        
40500  4500  6000  12000  18000    

 

لايا الخفي  مقدارقل أمن الخلايا المملوءة على أساس ) WC(التي ستنقل إلى الخلية الكمية  وتتحدد

في  تقع هذه الكمية أن الأساسيونلاحظ من جدول الحل  ،الإشارات السالبة في المسار المغلقالتي تحمل المملوءة 

وكل خلية  ،وحدة 1000وعليه فإن كل خلية فيها إشارة موجبة سوف تزيد  .وحدة 1000أي  ،)XC(الخلية 

ن التكلفة الكلية للجدول فإ ،)WC( فيها إشارة سالبة سوف تنخفض بنفس الكمية، وبالتالي عند تشغيل الخلية

  :يليكما   ،ون 6000ستنخفض بمقدار  )TC2( الموالي

TC2= TC1 – ( تكلفة الفرصة البديلة  الكمية الموزعة  × ) 

TC2= TC1 – (6×1000) = 156000 ون 

، وللتأكد هل الذي يحوي الكميات الجديدة المعدلة بعد إجراء هذه التغييرات نحصل على الجدول الثاني 

  .وجب علينا كذلك تطبيق الخطوات أو المراحل السابقة ،مثل أم لاهو توزيع أ

 

W A X 

B 

Y C D 

+ 

- - + 

تكلفة 

 السطر
تكلفة 

 العمود

تكلفة ال

 الوهمية

تكلفة 

الفرصة 

 البديلة



 .........................................................................................مسائل النقل

 

 

70 

         6                   5                     2                  -1 T2  
D C B A 

 
15000  

3  -1 
4 

2   
1000 

7  5 
2 

6  
14000  

W  0 
  

-3 
  

3  

  +    -  
 

16000  
7  -4 

11 
5  -1 

6 
2   

12000  
3   

4000  
X  

        
 

9500  
2   

4500  
5   

5000  
4  8 

-4 
5  9 

-4 
Y  

  -    +  
40500  4500  6000  12000  18000    

 كذلك  الحلهذا  أنيعني مما  ،نلاحظ من الجدول الثاني وجود خلايا فارغة فيها تكاليف فرص بديلة سالبة

  .العمل بنفس المراحل السابقة التي استخدمت في الجدول الأول علينا مواصلةلذلك يتعين . مثلاليس حلا أ

وجود قيمتين سالبتين متساويتين لتكلفة البديلة، مما يعني وجب المفاضلة بين تشغيل كذلك، نلاحظ 

، وأخذ أكبر كمية ممكنة، لكن في هذه الحالة نجد أن الكمية متساوية في كلتا الحالتين، )YB(و) YA(الخليتين 

، WA ،WC:(هيالمغلق ضمن المسار  المتأثرة، ومنه فإن الخلايا )YA(وبالتالي سنشغل واحدة منهما، ولتكن 

YC ،YA(،  وحدة 5000 أي ،قل كميةوأخذ أ إشارة ناقصتحمل انطلاقا من الخلايا التي يتم تحديد الكمية.  

 20000ستنخفض بمقدار  )TC3( الثالثن التكلفة الكلية للجدول فإ ،)YA( عند تشغيل الخلية عليهو 

  :ون كما الآتي

TC3= TC2 – (4×5000) = 136000 ون 

         6                   5                     2                  3 T3  
D C B A 

 
15000  

3  3 
0 

2   
6000 

7  5 
2 

6  
9000  

W  0 
  

-3 
  

-1  

        
 

16000  
7  0 

7 
5  -1 

6 
2   

12000  
3   

4000  
X  

        
 

9500  
2   

4500  
5  1 

4 
4  4 

0 
5   

5000  
Y  

        
40500  4500  6000  12000  18000    

ل غير ن الحتكلفة فرصة بديلة سالبة، وعليه فإ من خلال الجدول الثالث نلاحظ عدم وجود أي خلية �ا

مثلا، لكن وجود قيم صفرية تدل على وجود توزيع أخر ما عدى هذا التوزيع بشرط قابل للتحسين ويعتبر حلا أ

تشغيل  إلاالحصول على الحل البديل ما علينا  أردناإذا و ون،  136000قيمة التكلفة الكلية ثابتة في القيمة  بقاء

  . الخلية التي �ا تكلفة فرصة بديلة معدومة
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  :تكون وفق الشكل الآتيوعليه فإن شبكة التوزيع المثلى 

  

  

 

 

  

  حالات الخاصة في مسائل النقلال.5

  :فيما يلي خاصة نفصلهاتوجد ثلاث حالات 

  التوازنحالة عدم .1.5

إجمالي الكميات كان   إذاوبالتالي  ،كبر من الطلب أو العكسهر هذه الحالة عندما يكون العرض أتظ

يحتوي على كمية ) Dummy Column(نضيف عمود وهمي  إجمالي الكميات المطلوبةأكبر من  المعروضة

قل إجمالي الكميات المعروضة أكان   إذاأما  .طلب مساوية للفرق بين العرض والطلب بتكلفة نقل تساوي الصفر

يحتوي على كمية عرض تساوي الفرق  )Dummy Row( وهمي نضيف سطر إجمالي الكميات المطلوبةمن 

  .الطلب والعرض بتكلفة نقل تساوي الصفر

  :)26(مثال

 لخمسة مراكز للتسوق الإمداداتتوفر أ�ا ، حيث )C,B,A(ة لديها ثلاث مصانع شرك

)G,F,E ,D,H(، 900، 500، 800: هي على التوالي الطاقة الإنتاجية الشهرية للمصانع إذا علمت أن 

وحدة على التوالي،  800، و400، 500، 400،400 :هي متطلبات مراكز التسوق الشهرية، بينما وحدة

  .مراكز التسوق إلىتكاليف النقل الوحدوية من مكان تواجد المصانع  يوضح والجدول الموالي

H D F E D  
3 6 6 8 5 A 
4 6 7 7 4 B 
5 6 6 4 8 C 

  الركن الشمالي الغربي؟طريقة وجد جدول التوزيع الأولي باستخدام أ: المطلوب

12000 

9000 

4000 

6000 5000 

4500 

A W 

B X 

C 

D 

Y 
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  :الحل

 الكميات المطلوبة مجموع قل منأ )وحدة 2200( كميات العرضمجموع   أنفي هذا المثال يتبن لنا 

وحدة، وبالتالي  300بتكاليف صفرية وبمقدار ) Dummy(مما يستدعي إضافة سطر وهمي  ،)وحدة 2500(

  :يصبح الجدول كما يلي

 H D F E D  
800 3  6  6  8  5  A 

   400 400 
500 4  6  7  7  4  B 

  500   
900 5  6  6  4  8  C 

500 400    
300 0  0  0  0  0  Dummy 

300     
2500 800 400 500 400 400  

  .تحسين الحلالتوزيع المعدل، وذلك بإتباع خطوات طريقة ولإيجاد الحل الأمثل لهذه المسالة يتم استخدام 

  :لتكن لديك المسالة التالية ):27(مثال

  مراكز الاستلام العرض

E D C B A 
500 18 29 22 10 13 V 

در
صا

لم
 M 21 16 13 14 W 600 ا

700 6 11 M 0 3 X 
400 11 23 19 9 18 Y 
300 28 36 34 24 30 Z 

 الطلب 300 500 400 500 600 

  ؟الأقل تكلفة ذات الخليةطريقة وجد جدول التوزيع الأولي باستخدام أ: المطلوب

 :الحل

لزيادة  2قدرها عمود وهمي بكمية  إضافةلذا وجب  ،الكمية المطلوبةنلاحظ أن الكمية المعروضة تفوق 

  .الكمية المطلوبة حتى تتساوى مع الكمية المعروضة
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  مراكز الاستلام العرض

Dummy E D C B A 
500 0  18  29  22  10  13  V 

در
صا

لم
 ا

 2 2   1 
600 0  M  21  16  13  14  W 

  2 4   
700 0  6  11  M  0  3  X 

    5 2 
400 0  11  23  19  9  18  Y 

 4     
300 0  28  36  34  24  30  Z 

2  1    
 الطلب 300 500 400 500 600 200 2500

  .التوزيع المعدل، وذلك بإتباع خطوات تحسين الحل طريقة ولإيجاد الحل الأمثل لهذه المسالة يتم استخدام

  )Degeneracy( التحللحالة .2.5

لا الأخرى عندما  الجداول إما في الجدول الأول أوتظهر هذه الحالة تسمى أيضا بحالة عدم الانتظام، 

  : يتحقق الشرط التالي

  

 لواحدة أو أكثر من الخلايا) تؤول إلى الصفر( )Ɛ(صغيرة جدا كمية   بتخصيصنقوم هذه المشكلة  ولحل

   ).m+n-1( مساويا لـبحيث يصبح عدد الخلايا المملوءة  ،الفارغة

  :)28( مثال

  :لتكن لديك المسالة الآتية

    D3  D2  D1  )طن(العرض

60  4  7  8  S1  

70  9  8  3  S2  

80  5  3  11  S3  

  )طن(الطلب  50  80  80  210

  حل هذه المسألة باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربي؟: المطلوب

   

 1 –عدد الأسطر + عدد الأعمدة = عدد الخلايا المملوءة 
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  :الحل

  :الأولي فنحصل على ما يليجدول التوزيع  إعدادبنقوم باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربي 

  العرض
  )طن(

     8            7         .... T1 
D3 D2 D1 

 
60 

4  7  
10 

8  
50 

S1 0 
 

1 
 

.... 

   
 
70 

9  8  
70 

3  S2 
   

 
80 

5  
80 

3  
 

11  S3 
   

  )طن(الطلب 50 80 80 

لذا لا  ،)m+n-1=5(خلايا  5والمطلوب  4 هوأن عدد الخلايا المملوءة  يتضحمن خلال التوزيع الأولي 

و�ذا نكون ، )D2(لـ العمودوتكلفة ) S2(لـ السطرونتوقف في حساب تكلفة  نستطيع تقييم كل الخلايا المملوءة،

�( صغيرة جداولتجاوز ذلك نعمد لتشغيل خلية فارغة بكمية  .حالة عدم الانتظامفي  ≃ حتى نتمكن من  )0

  :ةالشروط التاليلكن مع مراعاة  تقييم باقي الخلايا المملوءة،

 تقييم الخلايا المملوءة؛مرحلة المرحلة الأولى، وهي إكمال  - 

 ممكنة؛حقيقية تكلفة أقل  على أساستكون الخلية  اختيار - 

وإلا إعادة نقلها  إشارة سالبة تأخذلا  لابد أن ،)الخلايا المتأثرة(ضمن المسار المغلق )�(خلية  وقعت إذا - 

 .إلى خلية أخرى

  :فيصبح الجدول كما يلي

 

                                                                TC1=1430  ون  

  العرض
  )طن(

     8            7          1 T1 
D3 D2 D1 

 
60 

4 1 
3 

7  
10 

8  
50 

S1 0 
 

1 
 

4 

 + - 
 

70 
9 2 

7 
8  

70 
3 9 

-6 
S2 

 - + 
 

80 
5  

80 
3  

Ɛ 
11 12 

-1 
S3 

   
  )طن( الطلب 50 80 80 

S1 

D2 S2 

S3 

D1 

D3 

+ 

- 

- 

+ 



 .........................................................................................مسائل النقل

 

 

75 

الخلايا  بحث عننثم ). Ɛ( بحساب التكلفة الكلية الأولية مع إهمال الخلية التي تحوينكمل خطوات الحل 

في  وضعهاالكمية التي يمكن فإن  وعليه ،)S2,D1(باعتبار أن الخلية التي سيتم تشغيلها هي  تتأثرالتي سوف 

  .طن 50هي ضمن الجدول الثاني  هذه الخلية

  ما منفذإلى  مصدر معينحالة تجنب التوزيع من .3.5

نقاط (تقوم بالتوزيع للمنافذ ) نقاط العرض(كل الحالات السابقة عالجت المشكلة على أساس أن المصادر 

إلى  معين الواقع قد يتطلب الأمر حظر نقل كميات من مصدربشكل عادي، أي بدون قيود، لكن في ) الطلب

منفذ ما أو أكثر لأي سبب فني كان، وفي هذه الحالة وترجمة لهذا القيد يمكننا افتراض تكلفة عالية جدا لتلك 

 ونقوم بحل المسالة بالطريقة .الخلية، التي تربط المصدر وهذا المنفذ، وهو الأمر الذي يضمن عدم شحن أية كمية

  .المعتادة

  :)29( مثال

، والكميات )F1 ،F2 ،F3،  F4 ،F5(، وخمسة مصانع )M1 ،M2 ،M3(شركة لديها ثلاث مناجم 

طن يوميا على التوالي، في حين الكميات المطلوبة من المصانع  140، 100، 80: المعروضة من المناجم هي

  :الوحدوية فهي معطاة في الجدول الموالي ، أما تكلفة النقلعلى التوالي طن يوميا 80، 70، 70، 60، 40: هي

F5  F4  F3  F2  F1   
6  2  3  2  4  M1  
1  2  5  4  5  M2  
3  7  4  5  6  M3  

نفترض أن هذه الشركة لا ترغب في التوزيع من المنجم الثاني نحو المصنع الخامس، ولتحقيق ذلك نعمد إلى 

  ).1(عوض القيمة ) M2 ;F5(في الخلية ) m(وضع تكلفة كبيرة جدا

  اوجد أفضل توزيع باستخدام طريقة الخلية ذات الأقل تكلفة؟: المطلوب
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  :الحل

، ثم نستخدم طريقة الأقل تكلفة لإيجاد جدول )m( إلى 1من  )M2 ;F5( نقوم بتغيير تكلفة الخلية

  :عملي أول كما يلي

 T1 2             2                  3                2                3       العرض
F5 F4 F3 F2 F1 

80 6 2 
4 

2  
70 

3 3 
0 

2  
10 

4 3 
1 

M1 0 
 

2 
 

1 

     
100 m 4 

m-4 
9 4 

5 
5  

10 
4  

50 
5  

40 
M2 

     
140 3  

80 
7 3 

4 
4  

60 
5 3 

2 
6 4 

2 
M3 

     
 الطلب 40 60 70 70 80 320

 .بما أنه لا توجد أية تكلفة فرصة بديلة سالبة، فإن هذا التوزيع يعتبر توزيعا أمثلا

  :وعليه فإن شبكة التوزيع المثلى تكون وفق الشكل الآتي

  

  

 

 

   

80 

60 

50 

40 
10 

10 

F1 

M1 F2 

M2 F3 

F4 
M3 

F5 

70 
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    مقترحةتمارين .6

وفق لهذه المسائل  الأمثل أوجد الحل: المطلوب  

  ؟طريقة الخلية ذات الأقل تكلفة

  ):1(التمرين 

    D4  D3  D2  D1  العرض

30  5  8  8  6  S1  

40  7  9  11  5  S2  

50  13  7  9  8  S3  

  الطلب  35  28  32  25  

  ):2(التمرين 

    D4  D3  D2  D1  العرض

60  7  11  3  2  S1  

10  1  6  0  1  S2  

100  9  5  8  5  S3  

  الطلب  70  50  30  20  

  ):3(التمرين 

    D4  D3  D2  D1  العرض

500  5  4  8  7  S1  

700  3  2  10  8  S2  

800  8  17  6  7  S3  

  الطلب  900  50  900  50  

  ):4(التمرين 

    D4  D3  D2  D1  العرض

425  5  12  7  10  S1  

500  8  9  8  4  S2  

475  3  4  5  2  S3  

200  1  4  6  2  S4  

  الطلب  300  600  150  450  

 

باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربي : المطلوب

  أوجد الحل الأمثل لهذه المسائل؟

  ):1(التمرين

    D4  D3  D2  D1  العرض

30  5  8  8  6  S1  

40  7  9  11  5  S2  

50  13  7  9  8  S3  

  الطلب  35  28  32  25  

  ):2(التمرين 

    D3  D2  D1  العرض

40  4  7  2  Q1  

10  1  3  3  Q2  

70  7  4  5  Q3  

140  2  6  1  Q4  

  الطلب  70  90  180  

  ):3(التمرين 

    D4  D3  D2  D1  العرض

140  5  1  4  6  S1  

160  7  2  9  8  S2  

50  2  6  3  4  S3  

  الطلب  60  100  150  40  

  ):4(التمرين 

    D4  D3  D2  D1  العرض

250  14  17  13  11  S1  

300  10  14  18  16  S2  

400  10  13  24  21  S3  

  الطلب  200  225  275  250  

 



  

  الجزء الثالث

  البرمجة غير الخطية

 الدوال المحدبة والمقعرة   

 أمثلية دالة أحادية المتغير  

 أمثلية دالة ذات عدة متغيرات  

 الأمثلية غير الخطية المقيدة  

 سلسلة تمارين مقترحة  

 

 



.................................................................................. 

 

 

دالة الهدف وجميع القيود في صورة خطية، بينما 

بعض  تكون فيه ،)NLP(سمى اختصارا 

  الرسم البياني لبرنامج غير خطي

  
Source : Frederick S.hillier & Gerald J.Lieberman, «
Research »,10th edition, Mc Graw Hill education

   ).القيد الثاني(هذا البرنامج غير خطي لأنه يحتوي على قيد غير خطي

  الرسم البياني لبرنامج غير خطي

  
Source : Frederick S.hillier & Gerald J.Lieberman, «
Research »,10th edition, Mc Graw Hill education, 

  .دالة هدف غير خطية

 

..................................................................................

دالة الهدف وجميع القيود في صورة خطية، بينما فيها تكون  البرنامج الخطيرأينا في الفصل الأول أن 

)Non Linear Programming(، سمى اختصارا وي

  :كما هو موضح في الشكلين التاليين  .العلاقات أو دالة الهدف غير خطية

الرسم البياني لبرنامج غير خطي): 2(الشكل

Frederick S.hillier & Gerald J.Lieberman, « Introduction to Operations 
edition, Mc Graw Hill education, USA, 2015, p553 

هذا البرنامج غير خطي لأنه يحتوي على قيد غير خطي أن )2(نلاحظ من الشكل 

الرسم البياني لبرنامج غير خطي): 3(الشكل

: Frederick S.hillier & Gerald J.Lieberman, « Introduction to Operations 
, Mc Graw Hill education, USA, 2015, p554 

دالة هدف غير خطيةهذا البرنامج غير خطي لأنه يحتوي على  أن )3(نلاحظ من الشكل 
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  تمهيد

رأينا في الفصل الأول أن 

( البرنامج غير الخطي

العلاقات أو دالة الهدف غير خطية

Introduction to Operations 

نلاحظ من الشكل 

Introduction to Operations 

نلاحظ من الشكل 
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دالة هدف أو (البرنامج غير الخطي لعناصرفي كلتا الحالتين تظهر لنا صعوبة البحث عن الحل الأمثل نظرا 

  .صعوبة مقارنة بالبرمجة الخطية، وبالتالي هذه البرمجة تعد أكثر )أحد قيد

    :مدخل لدراسة هذا النوع من البرمجة ستناول النقاط التاليةك

  )Concave & Convex Functions( المقعرة والمحدبةالدوال .1

كما هو موضح في الشكل ،  )X1,X2(وتم أخذ قيمة الدالة عند نقطتين ، (�)�دالة فترض بأنه لدينا نل

  :التالي

  دالة غير خطية محدبة): 4(الشكل 

  
∋∝حيث قيمته تكون ما بين الصفر والواحد  ،)α(الآن لو نأخذ معامل قدره  عندها نستطيع ،  [0,1]

  :اختبار الدالة إذا كانت محدبة أم لا من خلال تطبيق العلاقة التالية

�[∝ �� + (1−∝)��] ≤∝ �(��) + (1−∝)�(��) 

  .نقول أن الدالة محدبة Rهذا الفضاء  )X1,X2(فإذا تحققت هذه المتراجحة عند أي زوجين من نقاط 

  :بشرط أن يكون nذا وجدت نقطتين في فضاء بعده إ مقعرة (�)�تكون الدالة و 

�[∝ �� + (1−∝)��] ≥∝ �(��) + (1−∝)�(��) 

 نقطتين أيكان الخط المستقيم الرابط بين   إذامحدبة ذات متغير واحد ومن الناحية الهندسية تعتبر الدالة 

  .البياني للدالة نفسها على رسم الدالة يقع فوق الرسم )الوتر(
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  دالة غير خطية محدبة): 5(الشكل 

  
  .138، ص2002، الدار الدولية للاستثمارات الثقافية، مصر، 2، ط"بحوث العمليات" ريتشارد برونسون، ترجمة حسن حسني الغبارى،: المصدر

ن الخط الرابط بين أي نقطتين الأسفل يشبه الجرس، فإ ة ومفتوح منإذا كان شكل الدالة منحنى ذو قمأما 

  :في الشكل المواليكما هو موضح   ،من هذا المنحنى يقع أسفله وبالتالي دالة مقعرة

  مقعرةدالة غير خطية ): 6(الشكل 

  
Source : Michael W.Carter& other, « Operations Research a Pratical Introduction »,2nd 

edition, CRC press, 2019, USA, p220. 

  :نظرية

  :نه يكون لديناتنتمي لهذا ا�ال، فإ ��والنقطة ، ]a,b[ترة على الفومستمرة معرفة  (�)� إذا كانت الدالة

 :أن يتحقق ما يلي يجب نقطة صغرى محلية - 

 (المشتقة الأولى تساوي الصفر
��

��
= ∗�عند )  0 = المشتقة الثانية ، و  �

���

���
≥ 0 

 :أن يتحقق ما يلي يجب محلية عظمىنقطة  - 
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(  المشتقة الأولى تساوي الصفر
��

��
= ∗�عند )  0 = المشتقة الثانية موجبة ،  �

���

���
≤ 0 

 :أن يتحقق ما يلي يكفي محلية صغرىنقطة  - 

(  المشتقة الأولى تساوي الصفر
��

��
= ∗�عند )  0 = المشتقة الثانية موجبة ،  �

���

���
> 0 

 :أن يتحقق ما يلي يكفي محلية عظمىنقطة  - 

(  المشتقة الأولى تساوي الصفر
��

��
= ∗�عند )  0 = المشتقة الثانية موجبة ،  �

���

���
< 0 

  :لتكن لديك الدالة الآتية: )30(مثال

� �� f(x) = 2�� − 6� + 12 

  وجد النهايات العظمى والصغرى، ثم حدد شكل الدالة؟أ: المطلوب

  :الحل

  .نقوم بحساب المشتقة الأولى ثم نساويها بالصفر

f�(x) = 6�� − 6 

6�� − 6 = 0 ↔ �� = 1 

  :، أما المشتقة الثانية لهذه الدالة هي كما يلي)1-(و) 1(بالتالي نحصل على حلين هما 

f��(x) = 12� 

الدالة ( وبالتالي هذه النقطة تمثل �اية صغرى ،في المشتقة الثانية تكون قيمتها موجبة )1(عند تعويض القيمة 

وبالتالي هذه النقطة تمثل �اية  ،في المشتقة الثانية تكون قيمتها سالبة )1-(تعويض القيمة  ، بينما عند)محدبة

  .  )الدالة مقعرة( عظمى

  التقعر والتحدب في البحث عن الحلول المثلى تأثير.1.1

  :الحل الأمثل، لذا سنصادف الحالات التالية علىله تأثير ) محدبة أم مقعرة(إن شكل الدالة 

  غير مقيد-حد أعظمي أو أصغري.1.1.1
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وكانت هذه الدالة محدبة  ،(�)�دالة هدف بمتغير واحد من  يتألفبرنامج غير خطي غير مقيد  إذا كان

ثانيا حيث تنعدم جميع المشتقات و  ،داخل المنطقة المقبولة أولاتقع فإنه يوجد حل أمثل وحيد عند نقطة مقعرة،  أو

  .عند نقطة حدية

  مقيد -ةأعظمي قيمة.2.1.1

فإن كون الحل الأمثل وحيد يتوقف على طبيعة  ،وقيودبرنامج غير خطي يتألف من دالة هدف  إذا كان

لذا يجب أن (شكل دالة الهدف ومجموعة القيود، تشكل منطقة محدبة عندها يوجد حل أعظمي وحيد للمسالة 

  ).تكون أي نقطة مستقرة حلا أعظميا شموليا

  مقيد - أصغرية قيمة.3.1.1

مجموعة القيود  وكذلكوكانت دالة الهدف محدبة  ،وقيودبرنامج غير خطي يتألف من دالة هدف  إذا كان

  .فإن أي نقطة مستقرة ستكون حلا أصغريا شموليا ،تشكل منطقة محدبة

 )Single-Variable Optimization(المفرد بدون قيود  ذات المتغيرأمثلية دالة .2

أخذ الصيغة فقط، حيث تسندرس كيفية حل البرامج غير الخطية غير المقيدة والتي تحتوي على متغير واحد 

  :العامة التالية

Opt: Z = f(x) 

  :حيث أن

Opt : تمثل الأمثلية)Optimization(  قد تكون تعظيم)Maximize ( أو تصغير)Minimize.(  

  .)x( الوحيدذات المتغير  غير الخطية تمثل الدالة:  (�)�

,∞−[في الفترة غير المحدودة ) تعظيم أو تصغير(مثلية ويكون البحث عن الأ أما إذا كان البحث في ،  ]∞+

  :فإن البرنامج السابق يصبح كالأتي، ]a,b[مجال محدود بـ 

Opt: Z = f(x)  

subject to: a ≤ x� ≤ b 

  :)31(مثال
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  :لتكن لديك الدالة التالية

f(x) = �� − 9�� + 24� 

  وجد النقاط العظمى والصغرى لهذه الدالة؟أ

  

  :الحل

  :بالصفر من اجل استخراج النقاط الحرجةنقوم باستخراج المشتقة الأولى ونساويها  أولا
f�(x) = 3�� − 18� + 24 
3�� − 18� + 24 = 0 ↔ (� − 2)(� − 4) = 0 
� = 2, � = 4 

  .)4، 2( تسمى هذه النقاط بالنقاط الحرجة

  نحسب المشتقة الثانية ونساويها بالصفر ثانيا
f��(x) = 6� − 18 
6� − 18 = 0 ↔ � = 3 

  :في المشتقة الثانية فنحصل على) 4، 2(نعوض القيمتين 
f��(2) = 6(2) − 18 = − 6<0 

f��(4) = 6(4) − 18 = 6 > 0 

 .هي قيمة صغرى محلية 4هي قيمة عظمى محلية، بينما القيمة  2انطلاقا من النتائج نستنج أن القيمة 

  )Local & Global Optimum( مثلية المحلية والشاملةالأ.1.2

,∞−[المعرفة والمستمرة في ا�ال  (�)�كانت لدينا دالة   إذا وجد  X0 أدنى عندفإن للدالة حد ،  ]∞+

(�)� بحيث يحقق ��مجال محدود ذو مركز  ≥  ،هذا ا�ال الذي تتحدد فيه الدالةفي  �لكل قيم  (��)�

  .شاملا أدنىيكون حد  ��عند  الأدنىن الحد تحقق هذا الشرط فإ إذاوعليه 

  .]A,b[ المعرفة با�ال  (�)�لتكن لدينا الدالة : مثال

  غير المقعرة وغير المحدبةخطية اللادالة ال): 7(الشكل 



 

 ..................................................................................الخطية غير البرمجة

 

 

85 

  
  .135، ص2002، الدار الدولية للاستثمارات الثقافية، مصر، 2، ط"بحوث العمليات" ريتشارد برونسون، ترجمة حسن حسني الغبارى، :المصدر

إلا أن النقطة  ،X1 ،X3 ،X5: هينقاط عظمى محلية بثلاث  منحنى الدالة محدودنلاحظ من الشكل أن 

X5  لأ�ا تمثل أعلى قيمة للدالة المدروسة في ا�ال شاملة عظمىتعتبر نقطة ،]A,b[. كما أن هذا المنحنى 

كو�ا تمثل أدنى قيمة  تعتبر نقطة دنيا شاملة X4ن النقطة أ، إلا A ،X2 ،X4، b :هي نقاط دنيا محليةمحدود ب

  .للدالة في ا�ال المدروس

 Multivariable Optimization Without بدون قيود متغيراتال متعددةأمثلية .3

constraints 

  :الصيغة العامة التالية من متغير لأكثريأخذ البرنامج غير الخطي غير المقيد 

Opt: Z = f(x)                       x = (x�, x�, x� …… . x�)
� 

  :حيث أن

Opt : تمثل الأمثلية)Optimization( في شكل تعظيم )Maximize(؛  

  .، حيث تكون غير خطية)x( متغيرات عدةتمثل الدالة ذات :  (�)�

,∞−[في الفترة غير المحدودة ) Max تعظيم(مثلية ويكون البحث عن الأ إذا كانت البرامج أما ،  ]∞+

−بالدالة   (�)�فنقوم باستبدال ) Min(في صورة تصغير  �(�)   

  الحدود العظمى المحلية والشاملة.1.3

  :، بحيث أن � حول هو مجموعة كل المتجهات )∋(ر الجوا

(x− x�)�(x− x�) =  (x� − x��)
� + (x� − x��)

� +  …… . (x� − x��)
� ≤ ∈� 
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 نصف قطرها الأبعادوالحدود لكرة متعددة  ،هو المداخل � حول )∋(ومن الناحية الهندسية يكون الجوار 

  :، بحيث أن�� حول )∋(إذا وجد جوار  ��أعلى محلي عند لها حد  (�)� والدالة الهدفية .�� ومركزها )∋(

�(�) ≤ �(��) 

 ليس( )∋(وإذا تحقق الشرط لكل قيمة موجبة  ،الذي تتحدد فيه الدالة )∋(في هذا الجوار  � لكل قيم

  .��يكون لها حد أعلى شامل عند  (�)�ن ، فإ)المهم القيمة نفسها

 )Gradient & Hessian Matrix(الهيسية مصفوفة الو  المشتقات الجزئية شعاع.2.3

,�1)� الدالة غير خطية متعددة المتغيرات تإذا كان �2, �3 …… . فإن شعاع المشتقات الجزئية  ،(��

 :بالعلاقة التالية يعطىالذي ، و  (��)�∇ الأولى المرتبط �ذه الدالة يرمز له بـ

∇�(��, ��, �� …… . ��) = �
��

���
,
��

���
,…… ,

��

���
� 

,�1)�للتابع  )مصفوفة المشتقات الجزئية الثانية( سيةيف المصفوفة الهوتعرّ  �2, �3 …… . والتي نرمز لها  ،(��

,�1)� بـ �2, �3 …… .   :بالعلاقة التالية (��

��� = �
���

������
� 

   .n×n الأبعادوهي مصفوفة مربعة متناظرة ذات 

  :بينما الشكل العام للمصفوفة الهيسية يأخذ الصيغة التالية

� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
���

���
�

���

������
…

���

������
���

������

���

���
� …

���

������
⋮

���

������

⋮ ⋮
���

������
…

⋮
���

���
� ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

يمكن تشكيل عدة محددات انطلاقا من العنصر الموجود في الزاوية اليسارية العليا ثم بالتتابع عبر كامل المصفوفة من 

,��)نرمز لهذه المحددات . دنى اليميناليسار إلى أ علىأ ��, �� …… . وتكون الاختبارات التالية صالحة ، (��

  :للاستخدام

,��)كانت المحددات   إذاتكون نقطة صغرى  -  ��, �� …… . �  . جميعها موجبة (
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��)الزوجية موجبةكانت المحددات   إذا عظمىتكون نقطة  -  > 0  � = 1,3, …  ، والفردية سالبة(

(�� < 0  � = 2,4,… ).  

  :ملاحظة

)�من متغيرين  تتألفكانت الدالة غير خطية   إذا �, لاستعانة بالجدول التالي لمعرفة ما إذا  ا نايمكن (��

   .مقعرة أمكانت الدالة محدبة 

  )التام(التقعر الكامل  مقعرة  )التام(التحدب الكامل  محدبة  

 المشتقة الثانية
���

���
�  ≤0  <0  ≥0  >0  

 المشتقة الثانية
���

���
�  ≤0  <0  ≥0  >0  

 المحدد
���

�
�

���

���
� − (

���

������

�

)  
≤0  <0  ≤0  <0  

  :)32(مثال

  :لتكن لدينا الدالة التالية

f(x�, x�) = (x� − x�)
� 

∇�(��, ��) = �
2�� − 2��
−2�� + 2��

� 

� = �
2 − 2
−2 2

� 

  .عناصر القطر موجبةوجميع  2×2نلاحظ أن المصفوفة متناظرة ذات الرتبة 

  :نحسب محدد المصفوفة الهيسية

  

|�| = �
2 −2
−2 2

� = 4 − 4 = 0 

,��)�  فإن الدالة ني لكلا المتغيرين أكبر من الصفر،بما أن محدد المصفوفة الهيسية معدوم والمشتق الثا ��) 

  .محدبة

 )Non Linear Constrained Optimization( مثلية غير الخطية المقيدةالأ.4
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، نيوتن رافسون Fibonacciطريقة فيبوناشي  :لحل البرامج غير الخطية المقيدة من بينها توجد طرق كثيرة

Newton Raphson  ، طريقة كون توكر وKuhn Tuker...،برز الأساليب المستخدمة في حل إلا أن أ الخ

  ."Lagrange Multiplierمضاعف لاغرانج "ما يعرف بـ البرامج غير الخطية هذا النوع من 

  )Lagrange Multiplier(مضاعف لاغرانج طريقة .1.4

غير الخطية المقيدة تطبق على البرامج  حيث،  Joseph Louis Lagrangeالفرنسي  إلىتعود هذه الطريقة 

  :ةالتالي الصيغة بقيود مساواة وفق

Maximize f(x)                             where x = x�, x�, x� …… . x� 

subject to: g�(x) = b�              for i = 1,2,3………m 

  :حيث أن

  .مستمرة وقابلة للتفاضلالهدف دالة :  (�)�

  .قيود المسالة:  (�)�

  :يتم استعمال هذه وفق الخطوات التالية

  :تكوين دالة لاغرانج على النحو التالي - 

�(�, �) = �(�) − � ��[��(�) − ��]
�

���
 

  .رانجلاغل ثوابت مجهولة تسمى بمضاعفات تمث �λ: حيث أن

 ؛)X ،λ( متغيررانج بالنسبة لكل لدالة لاغ المشتقات الجزئية إيجاد - 

  .، ثم نقوم بحل جملة المعادلات المتحصل عليها جملة واحدةمساواة المشتقات الجزئية بالصفر - 

  :)33(مثال

  :تكلفتها إجماليوأن  ،نوعين من السلع بإنتاجتقوم  )Kloster(نفترض أن شركة 

�� = 4��
� + 5��

�−���� 

  : حيث أن
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  .تمثل الكمية المنتجة من السلعة الأولى: �� 

 .تمثل الكمية المنتجة من السلعة الثانية: ��

وحدة بالضبط في الساعة من  30نه يتحتم على الشركة إنتاج فإ ،تجاه عمالهاالالتزامات الشركة  ونتيجة

  .السلعتين معا

  حد ممكن؟ أدنىإيجاد الكميات المثلى التي تخفض التكلفة إلى : المطلوب

  :الحل

  :طي للمسالة كما يلييمكن كتابة البرنامج غير الخ

�� = 4��
� + 5��

�−���� 

��+�� = 30 

�� ≥ 0, �� ≥ 0 

  :رانج بعد تحويل القيد كما يليلحل البرنامج نشكل دالة لاغ 

��+�� − 30 = 0 

  :���رانج ن دالة لاغثم نكوّ 

��� = 4��
� + 5��

�−���� − �(��+�� − 30) 

  : � ، و��، ��بالنسبة إلى كل من هذه المتغيرات الثلاثة  ���نشتق الدالة 

����
���

= 8�
1
−�

2
− � 

����
���

= 10�
2
−�

1
− � 

����
��

= −�
1
−�

2
+ 30 

  :وعليه  ��ثم نجعل هذه المشتقات الثلاثة مساوية للصفر حتى نتمكن من الحصول على أدنى قيمة لـ 

8��−�� − � = 0……………………………… . (1) 

10��−�� − � = 0……………………… .…… . . (2) 
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−��−�� + 30 = 0. . ……………………… .…… (3) 

  :على نحصل) 1(من ) 2(بطرح المعادلة 

11��− 9�� = 0 → �� = 9/11�� ……………… . (4) 

  :نجد) 3(في المعادلة  ��بتعويض قيمة 

�� = 16.5 

  :وعليه

�� = 13.5 

� = 118.5 

�� = 1777.5 

وحدة من السلعة الثانية  13.5وحدة من السلعة الأولى، و 16.5أي أن الحل الأمثل يتطلب إنتاج 

  .ون 1777.5تكلفة ممكنة تقدر بـ  أدنىلتحقيق 

  تمارين مقترحة.2

  :)1( تمرين

  من حيث التقعر والتحدب؟ اختبر هذه الدوال

f(x) = 10� − �� 

f(x) = �� + 6�� + 12� 

f(x) = 3�� + 2��
� + 4�� + ��

� − 2���� 

f(x) = − 2��
� − ��

� + ���� 

  :)2(تمرين

  :الدالة التالية لتكن لديك

f(x) = �� − 3�� − 2� + 2�� + 7 

1 ≤ � ≤ 10 

  اختبر تحدب الدالة في هذا ا�ال؟: المطلوب
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  :)3(تمرين

 Q=7XY:  إذا كانت دالة الإنتاج لشركة ما هي

  : حيث 

X :عدد ساعات العمل؛  

Y :الكمية اللازمة من المواد.  

وأن الحد الأقصى لتكاليف  ،ون 2ون وتكلفة الكيلو من المواد الأولية  10وبافتراض أجرة ساعة العمل 

  ون، فما هو أكبر إنتاج ممكن لهذه الشركة؟1000الشركة 

  :)4( تمرين

  :ليكن لديك البرنامج غير الخطي التالي

max�(�) = 4��
� + 2�

� + 3�
� − 4���� 

��+ ��+ �� = 15 
2��− ��+ 2�� = 20 
��, ��, �� ≥ 0 

  رانج؟د الحل الأمثل باستعمال أسلوب لاغأوج: المطلوب
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